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Sommario 
L’obbiettivo di questo lavoro di tesi è lo studio della dinamica degli 
elettroni in propulsore ad effetto Hall concentrando la nostra analisi sul 
meccanismo fisico responsabile della deriva chiusa di Hall, sul ruolo delle 
parete nella dinamica degli elettroni ed in fine sulla determinazione della 
funzione di distribuzione dell’energia degli elettroni, considerando in questo 
caso non solo i processi collisionali con le pareti ma anche le interazioni 
elettroni-neutri. Il risulto fondamentale che si ottiene è che in un motore 
HET assume un importanza rilevante l’esistenza di un campo elettrico 
radiale nel confinamento degli elettroni lungo una deriva chiusa. L’origine di 
questo campo è legata alla fatto che il propulsore HET, è un dispositivo al 
plasma. Il plasma è per sua natura quasi-neutro, di conseguenza  il moto 
degli elettroni è intrinsecamente condizionato dalla presenza degli ioni. Il 
campo elettrico radiale condizione anche il fenomeno della conduttività di 
parete nel seno che riduce il flusso elettronico verso la parete, con la 
conseguenza di una riduzione della deriva assiale in prossimità delle pareti 
stesse. 
 
 
 
 
 
 
Ringraziamenti 
Un sincero ringraziamento va a tutti coloro che con i loro suggerimenti 
e il loro supporto mi hanno aiutato nel portare a termine questo lavoro di 
tesi. 
Un particolare ringraziamento va al professor Mariano Andrenucci che 
con i suoi preziosi consigli e la sua disponibilità mi ha permesso di superare 
gli ostacoli incontrati durante lo sviluppo e l’organizzazione della tesi. 
Ovviamente non posso non ringraziare l’Ing. Enrico Alession De 
Marco, che oltre ad essere un mio carissimo amico, ha avuto la pazienza di 
ascoltare i problemi che si presentavano durante lo svolgimento della tesi 
dandomi ottimi suggerimenti. 
Vorrei ringraziare tutti i miei amici: Cesare e Paola futuri genitori, 
Daniele, Daniela, Giancarlo, Andrea e Andrea Scalpellini, Nella ed infine 
Francesco detto Pagururo e tutti coloro che non sono riuscito a nominare ma 
che sono comunque presenti. Ringrazio anche la mia insegnante di inglese 
Jennifer senza la quale non sarei riuscito agevolmente a comprendere e a 
leggere i numerosi articolo e libri che ho dovuto utilizzare nell’abito del 
lavoro di tesi.  
Voglio ringraziare particolarmente i miei genitori per avermi dato tutto 
quello di cui io avessi bisogno durante i miei studi universitari; mia madre e 
soprattutto mio padre che per mio enorme dispiacere non potrà essere 
presente gioiendo con me alla fine di questo lungo percorso accademico. 
Ringrazio anche le mie sorelle Filomena e Silvana, e miei cognati Carmine 
ed Alessandro, ed infine i miei due nipoti Angelo ed Antonio. 
In fine vorrei ringraziare Rosa, la mia compagna, che con la sua 
pazienza ha saputo superare e farmi superare i momenti più critici di questo 
percorso universitario e non solo, per questo non finirò di ringraziarti 
abbastanza. 
Indice 
Indice…………………………………………………………..I 
Lista delle figure……………………………………………...II 
Lista delle tabelle…………………………………………….IX  
1 Propulsori ad effetto Hall…………………………………1 
1.1 Cenni storici ………………………………………………………1 
1.2 Principi di funzionamento degli HET …………………………….2 
1.3 Descrizione dei parametri principali degli ……………………...12  
1.3.1 Sistema di riferimento……………………………………... 12    
1.3.2 Spinta……………………………………………………….13 
1.3.3 Rendimento ………………………………………………...14 
1.3.4 Parametro di Hall……………………………..…………….20 
1.4 Principali processi fisici negli HET……………………………..20   
1.4.1 Stabilità della scarica……………………………………….21 
1.4.2 Collisione elettronica con le pareti………….……………...24 
1.5 Sistema generale di equazioni e condizioni al contorno………...27 
1.6 Bibliografia……………………………………………………...29 
2 Teoria delle orbite elettroniche…………………………..31 
2.1 Introduzione                                                                                   31 
2.2 Teoria del centro guida                                                                  31 
    2.2.1 Metodo della media                                                                37 
2.3 Dinamica di un elettrone in un monopolo magnetico……………41 
2.4 Conclusioni………………………………………………………49 
2.5 Bibliografia………………………………………………………50 
3 Origine della deriva chiusa di Hall in un HET…………51 
3.1 Introduzione……………………………………………………...51 
3.2 Campi elettrico e magnetico uniformi e costanti………………...52 
3.3 Deriva di Hall in HET …………………………………...………57 
3.4 Dinamica non collisionale………………………………………..64 
3.5 Bibliografia……………………………………………………....77 
4 Ruolo delle pareti nell’analisi della dinamica elettronica 
in un HET………………………………………………….78 
4.1 Introduzione……………………………………………………..78 
4.2 Descrizione della tipologia di urto elettrone-parete……………..79 
4.2.1 Riflessione speculare……………………………………...80 
4.2.2 Riflessione diffusa………………………………………...84   
4.3 Conduzione di parete…………………………………………….88 
 I
4.4 Analisi del meccanismo fisico della CPA ……………………… 95 
4.5 Influenza della campo elettrico radiale e della curvatura della 
geometria sulla NWC…………………………………………..100 
4.6 Bibliografia……………………………………………..………103 
5 Simulazione Monte Carlo della dinamica elettronica…105 
5.1 Introduzione…………………………………………………….105 
5.2 Metodo Monte Carlo………………………………………...… 106 
5.3 Natura delle collisioni .................................................................107 
5.4 Campionamento del tempo di volo libero ...……………………109 
5.5 Caratterizzazione del processo collisionale ...………………….113 
5.6 Integrazione della traiettoria elettronica ...……………………..121 
5.7 Descrizione del dominio di simulazione ...……………………  123 
5.8 Sezione d’urto ………………………………………………….124 
5.9 Determinazione della funzione di distribuzione ...……………..127 
5.10 Schema concettuale del metodo MC ...………………………...129 
5.11 Bibliografia ...…………………………………………………..131     
6 Funzione di distribuzione dell’energia degli elettroni ..133 
6.1 Introduzione ...………………………………………………….133 
6.2 Ipotesi e dati della simulazione ...………………………………133 
6.3 Traiettoria collisionale ...……………………………………….135 
6.4 Interpretazione dei risultati ottenuti sulla funzione di distribuzione 
……………….…………………... ……………………………138 
6.4.1   FDE in presenza di rE  ...………………………………..139 
6.4.2 FDE in presenza solo di xE  …...………………………...146 
6.5 Confronto tra i risultati ...………………………………………149 
6.6 Confronto con i dati sperimentali ...……………………………151 
6.7 Bibliografia ...…………………………………………………..153 
7 Conclusioni e sviluppi possibili ………………...………154  
7.1 Conclusioni ……...……………………………………………..154 
7.2 Sviluppi ……...…………………………………………………155 
 
Appendice A…………………………………………………157 
 
 
 
 
 
 
 
 
 II 
 Lista delle figure 
Figura (1.1): Satellite Meteor ………………………………………………2 
Figura (1.2): Schema di un propulsore ad effetto Hall………………...........4 
Figura (1.3): Suddivisione della camera di scarica di un propulsore ad 
effetto Hall in zone caratteristiche, come riportato in [1]: (1) = zona di 
conduzione, di lunghezza , (2) = zona di ionizzazione, di lunghezza , 
(3) = zona di accelerazione, di lunghezza ………………………………..7 
cL iL
aL
Figura (1.4): Andamento tipico delle proprietà adimensionali del plasma in 
un HET (le grandezze sono mediate radialmente) ………………………....11 
Figura (1.5): Sistema di riferimento globale in un motore ad effetto Hall con 
origine in corrispondenza della posizione dell’anodo …………………......12 
Figura (1.6): Rappresentazione del volume di controllo (linea tratteggiata 
rosso) utilizzato per scrivere l’equazione di bilancio della quantità di moto 
relativa ad un propulsore HET in equilibrio sul banco di prova..…………..14 
Figura (1.7): Schema dell’andamento convenzionale della corrente in 
HET...............................................................................................................16 
Figura (1.8): Rappresentazione delle figura di divergenza del fascio ionico, 
inviluppo delle traiettorie degli ioni che riescono ad essere espulsi dalla 
camera di scarica senza impattare contro le pareti dielettriche, escludendo gli 
ioni che si muovono di moto random …………………………………..….19 
Figura (1.9): Rappresentazione della dinamica collisionale di un particella 
in campo elettrico e magnetico incrociati ………………………………….20 
Figura (1.10): Mappatura delle superfici equipotenziali e delle linee di forza 
del campo magnetico in un propulsore HET …………………………...….24 
 III
Figura (1.11): Profilo radiale della corrente di parete nel caso a) di semplice 
diffusione e b) diffusione seguita da un’accelerazione attraverso la guaina 
con un potenziale di guaina pari a 2 ewT eκ  [2] ……………………………..26 
Figura (1.12): Processi di diffusione elettronica su una superficie …..…...27 
Figura (2.1): Orbita di una particela carica in una regione caratterizzata da 
un campo magnetico debolmente non omogeneo e lentamente variabile nel 
tempo…………………………………………………………………….…34
Figura (2.2): Definizione dell’angolo di rivoluzione …………..................35 
Figura (2.3):  Monopolo magnetico sovrapposto ad un campo elettrico 
assiale costante …………………………………………………………….42 
Figura (2.4): Andamento della velocità parallela alle linee di forza del 
campo magnetico ………………………………………………………......46 
Figura (2.5): Andamento della velocità di deriva di Hall …………………46 
Figura (2.6): Andamento  della velocità parallela al campo elettrico 
applicato ………….………………………………………………………...47 
Figura (2.7): Rappresentazione della traiettoria del centro guida 
dell’elettrone nel piano ( ),r ϑ (figura (a)) e nel piano ( ),x r  (figura (b)) , 
iniettato nel dominio di simulazione in corrispondenza della parete interna 
del motore ed assumendo una condizione di urto riflessivo tra l’elettrone e le 
pareti……………………………………………………………………... ..49 
Figura (3.1a): L’elettrone descrive un traiettoria cicloidale nel caso 
particolare in cui la velocità di Larmor  in modulo coincide con la velocità 
del centro guida ………………………………………………………..…..55 
Figura (3.1b): In questo caso la traiettoria dell’elettrone assume la forma di 
una trocoide ………………………………………………………………..56 
Figura (3.1c): L’elettrone descrive anche in questo caso un traiettoria 
cicloidale ……………...……………………………………………………56 
Figura (3.2): Schema del moto trocoidale di un elettrone ………………...57 
 IV 
Figura (3.3): Topologia dei campi elettrico e magnetico ………………....58 
Figura (3.4): Schema della cambiamento di orientamento del vettore 
velocità del centro guida per effetto della variazione vettoriale del campo 
magnetico …………………………………………………………………..59 
Figura (3.5): Effetto dell’incurvamento della traiettoria elettronica a causa 
della variazione di orientamento del vettore induzione magnetica ………..60 
Figura (3.6): (a) Rappresentazione dello stato di neutralità, (b) Spostamento 
della nuvola elettronica rispetto agli ioni (abbandono della condizione di 
quasi-neutralità). Nelle figure gli elettroni sono rappresentati dalle sfere 
verdi mentre gli ioni dalle sfere blu ………………………………………..62 
Figure (3.7): Andamento della traiettoria dell’elettrone nel piano r ϑ−  .…66 
Figura (3.8): La figura in alto mostra l’andamento temporale della posizione 
radiale dell’elettrone durante una deriva chiusa, mentre nella figure in basso 
è riportato un ingrandimento, in cui è visibile che ad ogni ciclo di ciclotrone 
l’anello elettronico è soggetto ad oscillazioni di frequenza diversa. …...….67 
Figura (3.9): Andamento della componente radiale del campo elettrico in 
funzione del numero di cicli di ciclotrone durante il moto di deriva. Come si 
può osservare nella figura in basso il campo elettrico risente delle stesse 
fluttuazioni della coordinata radiale dell’elettrone………………………....68 
Figura (3.10): Andamento dell’accelerazione centrifuga ...…………….…69 
Figura (3.11): Moto cicloidale dell’elettrone sviluppato su un piano …….70 
Figura (3.12): Sfera delle velocità nello spazio delle fasi ………………...73 
Figura (3.13):  La curave in rosso rappresenta la traiettoria media degli 
elettroni in presenza della componente radiale del campo elettrico, mentre la 
curva blu è la traiettoria media percorsa dagli elettroni soggetti soltanto alla 
forza centrifuga e all’interazione con le pareti …………………………….75 
Figura (3.14): Rappresentazione del moto di 150 elettroni tra due istanti di 
tempo successivi …………………………………………………………...76 
 V
Figura (4.1): Traiettoria dell’elettrone (a) nel piano ( ),x r , (b) nel piano 
azimutale. I valori di riferimento del campo magnetico e della componente 
radiale media del campo elettrico sono riportati nella tabella (4.1) Caso 1..82 
Figura (4.2): Simulazione della traiettoria relativa al Caso 2: (c) nel paino 
( ),x r , (d)  nel paino azimutale …………………………………………..…83 
Figura (4.3): Schema della diffusione di un elettrone dalla parete  ………84 
Figura (4.4): Traiettoria di un elettrone: (a) nel piano ( ),x r , (b) nel piano 
azimutale. La simulazione si riferisce al Caso 1 …………………………..86 
Figura (4.5): Simulazione della traiettoria elettronica relativa al Caso 2: (c) 
nel paino ( ),x r , (d)  nel paino azimutale …………………………………..87 
Figura (4.6): Rappresentazione del vettore velocità iniziale dell’elettrone nel 
sistema di coordinate (  ………………………………………………91 ), ,r xϑ
Figura (4.7): Andamento delle densità di corrente ………………………..95 
Figura (4.8): Andamento della densità dio corrente calcolata con il modello 
di Da-Ren Yu (linea a tratto continuo), confrontata con la densità di corrente 
ottenuta da misurazioni sperimentali (linea tratteggiata). Nella figura ripresa 
da [6] la coordinata assiale è indicata con la lettera , mentre nella nostra 
trattazione viene indicata con la lettera 
z
x ………………………………….97 
Figura(4.9): Traiettoria nello spazio delle fasi del moto assiale delle 
elettrone diffuso dalla parete interna ………………………………………99 
Figura(4.10): Traiettoria nello spazio delle fasi del moto assiale delle 
elettrone diffuso dalla parete esterna ………………………………………99 
Figura (4.11): Profilo radiale della velocità assiale media in corrispondenza 
delle pareti esterna (figura in alto) ed interna (figura in basso) …………..101 
Figura (4.12): Confronto tra la velocità medie assiali in corrispondenza 
delle pareti esterna grafico (a) ed interna grafico (b), relative al modello di 
Da-Ren Yu (curva blu)  e quella ottenuta tenendo conto degli effetti indotti 
 VI 
dalla  forza  elettrostatica  radiale  e  dalla curvatura dello spazio (curva 
rossa) ……………………………………………………………………...103 
Figura (5.1): L’aggiunta del processo di collisione nulla determina una 
frequenza di collisione totale ν ′ costante su tutto lo spettro di energia …..112 
Figura (5.2) ……………………………………………………………... 114 
Figura (5.3): Modello a sfere rigide dove D rappresenta il parametro di 
impatto e ϑ  è l’anglo di diffusione ……………………………………….116 
Figura (5.4): Dominio di simulazione del metodo Monte Carlo per il calcolo 
della funzione di distribuzione degli elettroni. Il campo magnetico ha solo 
componente radiale uniforme lungo l’asse del canale di accelerazione del 
motore, il campo elettrico ha componete sia radiale che assiale, infine la 
densità dei neutri è stata assunta costante su tutto il dominio di simulazione. 
L’intervallo  energetico  non  è  stato  rappresentato  per  motivi  di  
chiarezza ………………………………………………………………….124 
Figura (5.5): Andamento delle sezioni d’urto elettrone-neutro in funzione 
dell’energia ……………………………………………………………….126 
Figura (6.1): Traiettoria collisionale di un elettrone test rispettivamente 
proiettata nei piani: (a) piano frontale ( ),r ϑ , (b) ( ),x r , (c) ( ),x y  con y rϑ=  
ascissa curvilinea …………………………………………………………137 
Figura (6.2): Traiettoria 3D di un elettrone test nel canale di accelerazione 
di un HET. Dalla figura si può osservare come per effetto delle collisioni con 
i neutri e con le pareti si realizza una diffusione assiale della traiettoria verso 
l’anodo del propulsore ……………………………………………………138 
Figura (6.3):  Andamento della FDE calcolato in tre diversi punti del canale 
di     accelerazione:  (a) per 0.035x m=  (b)   per 0.028x m=  (c)   
per 0.019x m=  ……………..……………………………………………...140 
 VII
Figura (6.4): Andamento della FDE in funzione x  e dell’energia ε  valutata 
in corrispondenza della raggio medio . ………………………………...142 mr
Figura (6.5): Andamento della FDE in funzione  e dell’energia r ε  valutata 
in corrispondenza di 0.035x m= . ………………………………………....143 
Figura (6.6): Andamento della FDE in funzione  e dell’energia r ε  valutata 
in corrispondenza di 0.028x m=  ………………………………….………144 
Figura (6.6a): Andamento della FDE in funzione  e dell’energia r ε  
valutata in corrispondenza di 0.019x m=  ………………………………...144 
Figura (6.7): Confronto tra gli andamenti radiali della FDE calcolati in tre 
diversi punti del canale di accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) 
per 0.028x m=  (c) per 0.019x m=  ………………………………………….146 
Figura (6.8):  Andamento della FDE in presenza della sola componente 
assiale del campo elettrico calcolato in tre diversi punti del canale di 
accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= . Si può 
notare  in tutte  e  tre  le figure la presenza di due picchi nel profilo della 
FDE ……………………………………………………………………….148 
Figura (6.9): Confronto tra gli andamenti della FDE calcolata nei casi due 
casi: in presenza della componente radiale del campo elettrico (curva blu) ed 
in presenza della sola componente assiale (curva rossa) calcolati in tre 
diversi punti del canale di accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) 
per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= …………………………………………..151 
Figura (6.10): Andamento della FDE in un HET ………………………..152 
Figura (6.11): FDE ottenuta sperimentalmente mediane un sonda in un 
SPT100 in vari punti del canale di accelerazione del propulsore ed in 
corrispondenza del raggio medio………………………………………….152 
 
 
 
 
 VIII 
Lista delle tabelle 
Tabella (1.1): Valori tipici dei parametri di scarica di un HET………..……8 
Tabella (2.1): Valori dei campi elettromagnetici di riferimento e delle 
condizioni iniziali sul campo di velocità ………………………………..…45 
Tabella (4.1): Valori del campo elettrico radiale medio in relazione 
all’intensità del campo magnetico ……………………………………...….81 
Tabella (5.1): Tipi di collisioni in un HET. In grigio sono evidenziate le 
collisione incluse nella simulazione. ……………………………………..109 
Tabella (6.1): Valori delle grandezze geometriche……………………....134 
Tabella (6.2): Valori delle grandezze fisiche…………………………….135 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 IX
Capitolo 1 
Propulsori ad effetto Hall 
1.1 Cenni storici 
Lo sviluppo teorico, ma anche tecnologico dei propulsori ad effetto 
Hall (indicati anche con l’acronimo HET che si riferisce al termine inglese 
Hall Effect Thrusters) ha avuto inizio nella prima metà degli anni ’60 
indipendentemente, sia nell’ex Unione Sovietica che negli USA. I maggiori 
risultati progettuali su questo tipo di dispositivi però furono realizzati dai 
ricercatori sovietici ai quali va anche il merito di aver contribuito a chiarire 
gli aspetti teorici del funzionamento di questi motori. In particolare si fa 
riferimento al lavoro del professor A. I. Morozov, il quale fu il pioniere di 
una delle due linee distinte in cui si sviluppò la propulsione ad effetto Hall 
nell’ex URSS, cioè la linea Stationary plasma Thrusters (SPT). Il concetto 
alternativo agli SPT è rappresentato invece dalla linea Anode Layer 
Thrusters (TAL) in cui il contributo maggiore allo sviluppo è dovuto 
prevalentemente a  Zharinov.  
Nonostante la complessità dei processi fisici che governano questi 
dispositivi, il loro sviluppo tecnologico ha raggiunto un maturità tale da 
essere utilizzati su satelliti russi sin dal 1972 con un efficienza che si aggira 
intorno al 50%, basti ricordare a questo proposito il satellite Meteor, primo 
veicolo spaziale ad essere equipaggiato con un motore di tipo SPT. I successi 
ottenuti dai russi nei primi anni settanta, ma non solo anche negli anni 
ottanta, hanno motivato un numero crescente di attività di ricerca da parte 
degli Stati Uniti, dell’Europa, ma anche del Giappone nel campo della 
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propulsione ad effetto Hall, al fine di ottenere un miglioramento ed una 
maggiore ottimizzazione del funzionamento degli HET. 
 
 
Figura (1.1): Satellite Meteor 
 
1.2 Principi di funzionamento degli HET 
Un propulsore ad effetto Hall è un particolare tipo di propulsore al 
plasma che sfrutta l’effetto Hall (effetto generato da un campo magnetico 
esterno e da un campo elettrico autoindotto) per ottenere un effetto 
accelerativo. Nella sua forma “convenzionale”, può essere descritto 
schematicamente come un sistema anodo-catodo assialsimmetrico con una 
camera di scarica costituita da pareti dielettriche entro cui si verificano la 
ionizzazione del propellente ed il processo accelerativo. Un circuito 
magnetico, che circonda la camera di scarica, genera un flusso magnetico 
distribuito in modo assialsimmetrico ed approssimativamente radiale tra il 
polo interno e quello esterno. La topologia del flusso magnetico può essere 
migliorata attraverso l’inserimento di schermi magnetici. Questi dispositivi 
 2 
Capitolo 1. Propulsori ad effetto Hall 
 
 
hanno il compito di svuotare di flusso magnetico tutto il canale di scarica ad 
eccezione di una zona limitata in corrispondenza della sezione di uscita del 
propulsore. 
Davanti alla sezione di uscita del propulsore è presente il catodo 
neutralizzatore che emette il flusso di elettroni necessario al processo di 
scarica. La seconda funzione del catodo è quella di neutralizzare il flusso 
ionico in uscita dalla camera si scarica per questo motivo è anche chiamato 
dai russi catodo compensatore. 
Il canale di scarica è costituito da materiale elettricamente isolante, 
generalmente le pareti sono fatte di nitruro di boro (BN), un materiale 
prodotto per sinterizzazione, che ha buone caratteristiche di isolante elettrico 
entro le temperature di interesse pratico. A differenza dei materiali ceramici, 
il nitruro di boro presenta buone caratteristiche di lavorabilità alle macchine 
utensili e si comporta discretamente come conduttore termico. 
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Figura (1.2): Schema di un propulsore ad effetto Hall [1] 
 
In fondo al canale di scarica si trova posizionato l’anodo collegato 
all’alimentazione gassosa. Tipicamente vengono creati condotti a labirinto 
per evitare differenziali di pressione localizzati nella zona di alimentazione. 
Infatti il gas deve  entrare ad una velocità non eccessiva perché possa 
ionizzarsi e subire il processo accelerativo.  
In condizioni operative gli elettroni emessi dal catodo risentono della 
differenza di potenziale che si stabilisce tra anodo e catodo. In queste 
condizioni gli elettroni si muovono verso l’elettrodo positivo, ma in 
corrispondenza dell’ingresso della camera di scarica l’intenso campo 
magnetico radiale crea una forte impedenza che ostacola il moto assiale degli 
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elettroni intrappolandoli in una deriva trocoidale in direzione azimutale. 
Questo moto di deriva che si sviluppa su superfici cilindriche, corrisponde ad 
un comportamento medio, naturalmente esistono elettroni che possono avere 
una componente di velocità parallela alle linee di flusso del campo 
magnetico. Questi elettroni però non sono completamente liberi di andare ad 
urtare contro le pareti, perché il loro moto di fuga radiale è frenato sia dalla 
presenza dell’effetto di specchio magnetico (che nasce come conseguenza 
della convergenza delle linee di forza del campo magnetico verso i poli) che 
dalla presenza della componente radiale del campo elettrico, la quale è il 
risultato di un comportamento collettivo delle cariche elettriche negative1. 
La diffusione assiale degli elettroni verso l’anodo è dovuta principalmente 
agli urti con gli atomi neutri del propellente e con le pareti e a fenomeni di 
instabilità azimutale. 
Inizialmente il gas viene ionizzato per urto esclusivamente dagli 
elettroni provenienti dal catodo. Le collisioni tra gli elettroni e gli atomi 
neutri creano anche elettroni secondari a bassa energia che fluiscono verso 
l’anodo contribuendo anch’essi al processo di ionizzazione del propellente, 
innescando il fenomeno di ionizzazione per urto a valanga che produce una 
notevole quantità di elettroni. Questi ultimi si mettono a derivare 
azimutalmente e contemporaneamente si muovono verso la zona di elevato 
gradiente di campo magnetico. L’elevata resistenza incontrata in questa 
zona, che viene esaltata notevolmente dalla presenza degli schermi 
magnetici, produce una forte caduta di tensione e quindi un forte campo 
elettrico, condiviso tra ioni ed elettroni, dato da: 
                                                 
1 L’insorgere di un campo elettrico radiale come conseguenza di un fenomeno 
collettivo di separazione di carica sarà oggetto di un ampia discussione nel Capitolo 3 al 
fine di fornire una giustificazione fisica del moto di deriva chiusa che è presente in questo 
tipo di dispositivi. 
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=−∇ΦE                                                                                           (1-1) 
E’ questo il fenomeno fondamentale che permette di accelerare 
efficacemente gli ioni prodotti attraverso il fenomeno della ionizzazione e 
quindi di ottenere elevate velocità di scarico. L’intensità del campo 
magnetico quasi radiale è stata scelta in modo che il raggio di Larmor delle 
particelle cariche e la lunghezza L  della camera di scarica soddisfino alla 
seguente condizione: 
e L iρ ρ                                                                                        (1-2) 
dove eρ  e iρ  sono rispettivamente i raggi di Larmor dell’elettrone e dello 
ione. La condizione (1-2) stabilisce che gli elettroni possano lungo la 
direzione azimutale del canale mentre gli ioni vengono accelerati dal campo 
elettrico autoconsistente (1-1) in modo da produrre la spinta del motore. 
La posizione del catodo non influisce sull’assialsimmetria del campo 
elettrico, perché gran parte della caduta di potenziale risulta essere 
localizzata in corrispondenza della zona a forte campo magnetico. Questo è 
una conseguenza della tendenza spontanea del plasma alla condizione di 
quasi neutralità: 
e in n n≅ =                                                                                          (1-3) 
Frenando gli elettroni si conferisce momento agli ioni che sono costretti ad 
accelerare perché la condizione espressa dalla (1-3) sia costantemente 
verificata. 
Gli ioni all’interno del propulsore vengo considerati singolarmente 
ionizzati. Si suppone cioè che il tempo di stazionamento degli ioni nella 
camera di scarica sia abbastanza piccolo da evitare ulteriori ionizzazioni. 
 6 
Capitolo 1. Propulsori ad effetto Hall 
 
 
Ioni a carica multipla possono però essere generati dall’impatto con i neutri 
di elettroni fortemente energetici. 
La camera di scarica di un HET può essere rappresentata in modo 
qualitativo mediante lo schema nella figura seguente. Si possono riconoscere 
tre zone caratteristiche. La zona 1 rappresenta la zona di conduzione, in cui 
si ha un campo magnetico di debole intensità e quindi caratterizzata da 
un’elevata conduttività elettronica. La zona 2 e la zona 3 rappresentano 
rispettivamente la zona di ionizzazione, in cui si verifica la ionizzazione per 
urto e la zona di accelerazione, dove gli ioni vengono accelerati dal campo 
elettrico autoconsistente. Si definisce zona di deriva azimutale l’insieme 
delle zone 2 e 3, cioè si ha: 
da i aL L L= +                                                                                       (1-4) 
Sono infine presenti le zone di guaina in corrispondenza delle pareti 
dielettriche e dell’anodo. 
 
 
Figura (1.3): Suddivisione della camera di scarica di un propulsore ad effetto Hall in zone 
caratteristiche, come riportato in [1]: (1) = zona di conduzione, di lunghezza , (2) = zona 
di ionizzazione, di lunghezza , (3) = zona di accelerazione, di lunghezza . 
cL
iL aL
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Nella Tabella (1.1) vengono riportati i valori tipici dei parametri che 
caratterizzavano un HET: 
 
Parametri                               Valori 
Potenza di scarica 0.1 100 kW÷  
Spinta propulsiva 40 150 mN÷  
Impulso specifico  1000 3000 s÷  
Rendimento  40 60÷  
Voltaggio di scarica  100 300 V÷  
Induzione magnetica massima 10 50 mT÷  
Portata di propellente 2 5 mg s÷  
Pressione operativa 0.01 0.1 Pa÷   
 
Tabella (1.1): Valori tipici dei parametri di scarica di un HET 
 
Nelle pagine seguenti vengono riportati gli andamenti qualitativi in 
forma adimensionale di alcune grandezze fisiche che caratterizzano il 
funzionamento degli HET. Lo scopo è quello di fornire una stima sull’ordine 
di grandezza delle proprietà del plasma all’interno di questi dispositivi. 
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Figura (1.4): Andamento tipico delle proprietà adimensionali del plasma in un HET (le 
grandezze sono mediate radialmente) 
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1.3 Descrizione dei parametri principali degli HET 
In questo paragrafo verranno discussi i parametri fondamentali che 
caratterizzano il funzionamento dei propulsori ad effetto Hall. Maggiori 
dettagli posso essere reperiti nella letteratura tecnica specifica. 
 
1.3.1 Sistema di riferimento  
Nello studio della dinamica degli elettroni all’interno di un propulsore 
ad effetto Hall è stato scelto come sistema di riferimento globale, il sistema 
di coordinate cilindriche ( ), ,x r ϑ . Dove l’asse x  coincide con l’asse del 
motore ed ha origine in corrispondenza dell’anodo come riportato nella 
figura (1.5): 
 
   
r  
ϑ  
x  
Figura (1.5): Sistema di riferimento globale in un motore ad effetto Hall con origine in 
corrispondenza della posizione dell’anodo 
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1.3.2 Spinta  
L’espressione della spinta di un propulsore ad effetto Hall si ottiene 
applicando l’equazione di bilancio della quantità di moto scritta per il 
volume di controllo ( )V t  di figura (1.6) ed utilizzando il teorema del 
trasporto (o di Reynolds), ossia: 
eV S
m n dV n dS
tα α α α α αα
∂⎛ ⎞+ ⋅ =⎜ ∂⎝ ⎠∑ ∫ ∫u u u ⎟ F                                       (1-5) 
in cui si è indicato con α  il numero di specie presenti in movimento e con 
 la risultante delle forze agenti sul propulsore.  eF
Scrivendo l’Eq. (1-5) in condizioni di stazionarietà del moto e 
considerando in volume di controllo di figura (1.4) si ha: 
( eSm dSα α α αα ρ ⋅ =∑ ∫ u u F)                                                               (1-6) 
Nel caso di un propulsore ad effetto Hall la (1-5) può essere 
semplificata ulteriormente, in altre parole è possibile supporre che in 
corrispondenza del piano siano presenti ioni dotati di velocità uniforme e con 
sola componete assiale. Inoltre nel caso siano presenti anche atomi neutri nel 
getto di uscita, si ipotizza che il loro contributo alla variazione di momento 
sia trascurabile (in seguito alla piccola variazione di velocità dei neutri). Si 
trascura il momento di alimentazione del propellente poiché la portata di 
propellente è molto bassa (anche la velocità di alimentazione è bassa rispetto 
a quella degli ioni). Infine tra le azioni esterne agenti sul volume di controllo 
si considera esclusivamente la reazione vincolare esercitata dal banco di 
prova su cui il motore si suppone posizionato. 
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Figura (1.6): Rappresentazione del volume di controllo (linea tratteggiata rosso) utilizzato 
per scrivere l’equazione di bilancio della quantità di moto relativa ad un propulsore HET in 
equilibrio sul banco di prova.  
 
In base alle ipotesi fatte la (1-6) è calcolata nel seguente modo: 
2
i i iS
m nu dS m u= ⋅ ≅∫F  i                                                                  (1-7) 
Come è noto, la velocità equivalente allo scarico  fornisce un misura 
approssimata della velocità media degli ioni in direzione assiale. Infatti dalla 
(1-7) risulta 
ev
i im u≅F   e poiché la velocità equivalente di scarico è quella 
particolare velocità che si ottiene dividendo la spinta per la portata di massa 
totale allora si ottiene la relazione approssimata i eu v≅ . 
 
1.3.3 Rendimento  
Il rendimento di un propulsore ad effetto Hall può essere definito come 
il rapporto tra la potenza presente nel flusso ionico in uscita (potenza utile) e 
la potenza di alimentazione (potenza in ingresso) [3]. Essendo  si 
ottiene la relazione approssimata: 
iv u≅ i
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2
2
i i
d
m u
P
η ≅                                                                                             (1-8) 
in cui al denominatore è riportata la potenza di scarica d dP V Id= . E’ possibile 
inoltre esprimere il rendimento totale del propulsore come prodotto di 
rendimenti parziali, ciascuno relativo a singole fonti di inefficienza, 
considerando per´o esclusivamente le principali fonti di perdita energetica. 
Si ottiene quindi la relazione: 
q I v V uδη η η η η η η=                                                                               (1-9) 
in cui i vari rendimenti parziali sono descritti qui di seguito. 
 
Rendimento termico di parete 
Questa rendimento è dovuto al flusso termico in corrispondenza delle 
pareti dielettriche in presenza di emissione elettronica secondaria (SEE). 
Risulta essere dato da: 
w w
q
d
q A
P
η =                                                                                        (1-10) 
in cui  è la potenza termica per unità di superficie trasferita alle pareti  
mentre  è l’area efficace di trasferimento (stimata da dati sperimentali). 
Tipicamente si trovano valori 
wq
wA
0.8qη ∼ . 
 
Rendimento di corrente elettronica  
L’andamento convenzionale della corrente elettronica in un HET 
risulta essere: 
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Figura (1.7): Schema dell’andamento convenzionale della corrente in HET. 
  
Questa fonte di inefficienza è causata dal fatto che la corrente che serve a 
garantire il funzionamento del propulsore, non contribuisce alla generazione 
di spinta. Infatti, in assenza di altre fonti di inefficienza, poiché la potenza 
utile risulta , mentre la potenza totale in ingresso è , si ottiene la 
seguente espressione per il rendimento: 
d iV I dP
1 eI
d
I
I
η = −                                                                                        (1-11) 
Comunque come valore tipico si può assumere 0.7 0.8Iη ÷∼ . 
 
Rendimento di voltaggio 
Questo rendimento è dovuto alle perdite di potenza nel trasporto della 
corrente di scarica attraverso la differenza di potenziale VΔ  che non 
partecipa al processo di accelerazione degli ioni. Poiché in assenza di altre 
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fonti di inefficienza la potenza utile risulta pari a dP VId−Δ , il rendimento 
relativo a questa fonte di inefficienza risulta: 
1V
d
V
V
η Δ= −                                                                                     (1-12) 
Il voltaggio  è dovuto principalmente alla presenza della guaina anodica, 
alla polarizzazione del catodo ed alla differenza di potenziale tra catodo e 
piano di uscita del propulsore. La condizione ottimale di funzionamento del 
propulsore risulta quella nella quale la conduzione verso l’anodo degli 
elettroni risulta causata dal moto termico degli stessi. Se il flusso elettronico 
verso l’anodo risulta più che sufficiente rispetto a quello necessario per 
sostenere la scarica si genera una differenza di potenziale di guaina anodica 
con valore 
VΔ
0aΔΦ < , in modo che gli elettroni tendano ad essere respinti. 
Situazione opposta si verifica se il flusso elettronico risulta insufficiente. La 
condizione , tipicamente verificata nei casi di insufficiente 
alimentazione di Xe, risulta notevolmente critica per l’estinzione della 
scarica. Inoltre la potenza 
0aΔΦ >
a dIΔΦ  fornita agli elettroni per incrementare la 
conduzione verso l’anodo genera riscaldamento in corrispondenza dello 
stesso. Si possono raccogliere tutti i contributi esposti in precedenza nella 
forma: 
a uaV V V VΔ =Δ + Δ + Δ c                                                                    (1-13) 
avendo definito rispettivamente le variazioni di voltaggio anodico, tra uscita 
ed catodo ed infine catodico. Tipicamente si trovano valori 0.7 0.8Vη = ÷ . 
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Rendimento di dispersione di velocità 
Questo rendimento deriva dalla disuniformità, in termini di intensità, 
della velocità di scarico degli ioni. A parità di altri fattori, la potenza spesa 
per accelerare un insieme di particelle è minima se queste hanno valore della 
velocità uniforme. Questa fonte di inefficienza si può caratterizzare tramite il 
rendimento: 
2
2
i
v
i
v
v
η =                                                                                         (1-14) 
Che fornisce 1vη =  per velocità uniforme degli ioni. Si trova in pratica 
0.9vη ∼ . 
 
Rendimento di divergenza del fascio ionico 
Numerosi studi teorici presenti in letteratura dimostrano che le 
traiettorie degli ioni possono differire anche significativamente 
dall’andamento rettilineo e quindi possono subire deviazioni notevoli 
rispetto all’asse del propulsore. Una stima della perdita di efficienza dovuta a 
questo effetto pu´o essere ottenuta tramite il rendimento: 
2
2
2
cosi
i
u
vδ
η δ= =                                                                            (1-15) 
La velocità degli ioni è ottenuta tramite la relazione 2 2i im v e= ΔΦ , dove 
rappresenta la differenza di potenziale rispetto la punto di formazione 
dello ione, mentre 
ΔΦ
δ  è l’angolo medio di deviazione del fascioi ionico 
rispetto all’asse del propulsore. 
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Inviluppo delle traiettorie 
Ioni 
Punto di generazione di uno ione 
 
Figura (1.8): Rappresentazione delle figura di divergenza del fascio ionico, inviluppo delle 
traiettorie degli ioni che riescono ad essere espulsi dalla camera di scarica senza impattare 
contro le pareti dielettriche, escludendo gli ioni che si muovono di moto random. 
 
In figura (1.8) viene rappresentata l’inviluppo delle traiettorie degli ioni 
espulsi dalla camera senza impatto con le pareti. Tipicamente i valori del 
rendimento δη  si aggirano intorno a . 0.9
 
Rendimento di utilizzazione del rendimento 
Un parametro di efficienza del utilizzazione del propellente può essere 
definito nel seguente modo: 
1
1
i
u
n ni u
i i
m
v nm m
v n
η = =+ +

                                                                    (1-16) 
Assumendo 210n iv v
−∼  ed inoltre 0.2n in n ∼ , si ottiene 
approssimativamente 1uη ∼ . 
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1.3.4 Parametro di Hall 
Si considera il moto di un plasma in presenza di campo elettrico e 
magnetico incrociati, secondo lo schema di figura seguente. Si definisce 
parametro di Hall: 
cωβ ν=                                                                                          (1-17) 
Esso rappresenta il rapporto tra il numero di rivoluzioni compiute da una 
particella nell’intervallo di tempo tra due collisioni successive della stessa 
con le altre particelle. 
 
E  
elettrone 
collisione 
B  
Figura (1.9): Rappresentazione della dinamica collisionale di un particella in campo 
elettrico e magnetico incrociati 
 
In propulsore ad effetto Hall deve essere soddisfatta la condizione 1eβ  ed 
inoltre 1iβ   
 
1.4 Principali processi fisici negli HET 
Dal punto di vista fisico l’HET si presenta come un nuovo sistema di 
scarica gassosa che è differente dai classici o recenti dispositivi di scarica 
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(tokamak e generatori MHD). Lo scopo di questo paragrafo non è quello di 
presentare un rassegna completa dei processi fisici che avvengono in un 
HET, ma porre l’attenzione su due punti fondamentali che caratterizzano il 
funzionamento di questi dispositivi: la stabilità macroscopica del plasma e il 
ruolo delle collisioni elettroniche con le pareti dielettriche del canale. 
 
1.4.1 Stabilità della scarica in un HET 
L’espressione della conduttività elettronica in un plasma 
trasversalmente al campo magnetico fu probabilmente trovata da Towndsen 
introno al 1910 ed assume la seguente forma [4, 8]: 
( )
0
2 2
1
1 c B
σσ ω τ⊥ = ∝+                                                                       (1-18) 
Dove cω indica la frequenza di ciclotrone, τ  il tempo di collisione e 0σ  la 
conduttività del plasma in assenza del campo magnetico. L’Eq (1-18) indica 
che la conduttività del plasma scali come 21 B , cioè decrementi rapidamente 
all’aumentare dell’intensità del campo magnetico. Però questa dipendenza 
non ha trovato conferme sperimentali. Infatti intorno agli anni ’40, D. Bohm 
ha suggerito un nuova formula per la conduttività del plasma trasversale al 
campo magnetico, convalidata anche dalle osservazioni sperimentali: 
1
16
e
B
T
eB
κσ =                                                                                     (1-19) 
Nel caso del plasma presente in un propulsore ad effetto Hall, però il limite 
sul parametro di Hall β  derivante dalla formula di Bohm (cioè 16β = ) è 
stato superato, avendo eliminata una forma di instabilità azimutale nota col 
nome “spoke” che insorge tra l’anodo ed il catodo, infatti il valore di β  in 
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questi dispositivi è all’incirca tre ordini di grandezza più grande del valore 
predetto dalla formula semiempirica di Bohm. E’ stato confermato 
sperimentalmente, ma anche analiticamente [5], che questa forma di 
instabilità scompare se l’intensità del campo magnetico radiale aumenta 
dall’anodo al catodo, ossia se è verificata la seguente condizione: 
( ) 0r ed B n
dx
>                                                                                  (1-20) 
Questo criterio di stabilità si trova spesso scritto nella forma semplificata: 
0rdB
dx
>                                                                                            (1-21) 
L’Eq (1-) stabilisce che un flusso di plasma risulta stabile nella regione in 
cui si ha in incremento dell’intensità del campo magnetico lungo la direzione 
di accelerazione degli ioni, mentre si instabilizza nella regione in cui 
l’intensità del campo decrementa. Questo significa che, in una tipica 
topologia di campo magnetico caratterizzata dalla presenta di entrambe le 
regioni 0rdB dx>  e 0rdB dx< , le oscillazioni del potenziale, che nascono 
per effetto della presenza di un gradiente negativo dell’intensità del campo 
magnetico nella regione di instabilità, faciliteranno in questa regione la 
conduttività elettronica trasversale al campo magnetico, mentre un differenza 
di potenziale di accelerazione si manifesterà principalmente attraverso la  
regione con gradiente positivo del campo magnetico [6].  
Coerentemente con la condizione di stabilità (1-21), i propulsori HET 
sono spesso caratterizzati da un configurazione a botte delle linee di flusso 
del campo magnetico. Configurazioni più complesse sono state studiate, 
come nella classe ATON dei propulsori ad effetto HET, in cui il campo 
magnetico assume un valore nullo in un punto del canale. 
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La topologia del campo magnetico è un elemento importante nella 
progettazione di un propulsore ad effetto Hall, infatti controlla la qualità 
della focalizzazione del fascio ionico. Per questa ragione la geometria delle 
linee di flusso del campo magnetico in corrispondenza della sezione di uscita 
del propulsore sono anche chiamate lenti magnetiche. Il controllo della 
traiettoria degli ioni attraverso il campo magnetico può essere chiarito 
definendo il cosiddetto potenziale termalizzato TΦ  che si mantiene costante 
lungo le linee di forza del campo magnetico. L’espressione del potenziale 
termalizzato si ottiene scrivendo l’equazione di momento in forma 
stazionaria per gli elettroni, escludendo la regione di ionizzazione, ossia: 
0 e e
p
en
∇=− + + ∧E v B                                                                    (1-22) 
Moltiplicando scalarmene per il versore b  del campo magnetico ed 
indicando con  l’ascissa curvilinea lungo le linee di forza del campo , si 
ottiene: 
s B
1 ep
s en
∂∂Φ =−∂ ∂s
e
                                                                                (1-23) 
Tenendo presente che è possibile esprimere ep n Tκ=  e considerando  
uniforme lungo le line di forza, si può integrare la (1-23) rispetto ad  
ottenendo: 
eT
s
*lneT
T n const
e
κΦ =Φ − =                                                               (1-24) 
dove si è indicato con  il rapporto adimensionale *n 0n n , con  la densità 
per . Dalla (1-23) si vede che il potenziale termalizzato dipende dalla 
linea di forza considerata.  
0n
0s =
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Poiché risulta verificata la condizione  se ne deduce 
che per basse temperature elettroniche le linee di forza del campo magnetico 
sono approssimativamente equipotenziali, mentre si verifica la condizione 
opposta per temperature elettroniche elevate. 
*ln n constαΦ − =
 
 
Figura (1.10): Mappatura delle superfici equipotenziali e delle linee di forza del campo 
magnetico in un propulsore HET 
 
Come si può osservare nella figura (1.10) lo scostamento dalla linee 
equipotenziali risulta notevole nella zona anodica. 
 
1.4.2 Collisione elettronica con le pareti 
Esistono diversi processi di interazione plasma-parete che possono 
influenzare la scarica in un HET. Le principali cause che inducono trasporto 
elettronico di parete sono la diffusione e l’emissione secondaria per effetto 
del bombardamento elettronico. La conduzione di parete rappresenta una 
concreta causa di perdita di efficienza, poiché essa incrementa la corrente di 
scarica senza un sostanziale beneficio in termini di ionizzazione del 
propellente. 
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I principi generali della conduzione di parete, nota in letteratura col 
termine inglese near wall conductivity, sono stati tracciati dal professor A. I. 
Morozov [] con l’intendo di spiegare l’aumento di corrente elettronica in 
direzione assiale osservato sperimentalmente. Infatti, proprio come un 
qualsiasi processo di diffusione random, le collisioni contro le pareti 
producono una diffusione degli elettroni verso zone a più alto potenziale. 
Questo punto può essere compreso esaminando il profilo teorico della 
densità di corrente assiale riportato in figura (1.11). Ipotizzando che il 
plasma sia uniforme e che gli elettroni abbiano una temperatura  in 
prossimità della parete, la variazione della densità di corrente in funzione del 
raggio può essere espressa approssimativamente dalla seguente relazione [2]: 
ewT
( ) ( )2 3 2 33 3 3exp
2 2ez w
j k r sin k r
⎡ ⎤⎡ ⎤∝ − Δ Δ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
                                 (1-25) 
dove  è la distanza radile dalla e rΔ 2ce e ewk m Tω κ≡ . 
L’andamento della (1-25) é riportato in figura (1.11) e può essere 
interpretato nel seguente modo: gli elettroni che lasciano la parete si 
muovono preferenzialmente in direzione opposta al campo elettrico per 
effetto della forza elettrostatica, ma allo stesso tempo essi sono coinvolti in 
moto di ciclotrone dovuto al campo magnetico, per questo motivo la loro 
velocità radiale varia come ( )ce rsin r vω . A causa della radomicità della 
componete radile di velocità iniziale, gli elettroni che si allontanano dalla 
parete possono essere caratterizzati da un angolo di fase ce rr vψ ω= non 
correlato e conseguentemente il loro contributo alla componente media di 
velocità assiale si elide. Però se il potenziale di guaina è sufficientemente 
elevato la corrente assiale risulta meno confinata nei pressi della parete. 
Infatti gli elettroni che collidono direttamente contro le pareti del propulsore 
possono o essere diffusi o assorbiti dalle pareti, e in questo ultimo caso è 
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possibile un ulteriore emissione secondaria. Gli elettroni secondari o diffusi 
sono a loro volta sottoposti ad un intesa accelerazione radiale all’interno 
della guaina (a causa del elevato potenziale di guaina) prima di ritornare nel 
plasma. Poiché l’accelerazione a cui essi sono sottoposti è analoga per tutti, 
l’angolo di fase rimane correlato per questa popolazione di elettroni e questo 
si traduce in un estensione radiale dell’oscillazione della corrente assiale, 
non più confinata in prossimità delle pareti, come si può osservare in figura 
(1-9). 
 
 
Figura (1.11): Profilo radiale della corrente di parete nel caso a) di semplice diffusione e b) 
diffusione seguita da un’accelerazione attraverso la guaina con un potenziale di guaina pari 
a 2 ewT eκ  [2]. 
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a) diffusione elastica b) diffusione anelastica c) emissione secondaria 
Figura (1.12): Processi di diffusione elettronica su una superficie 
 
 
1.5 Sistema generale di equazioni e condizioni al contorno 
Dalla breve descrizione dei principali processi che caratterizzano il 
funzionamento degli HET che è stata fatta nell’ultimo paragrafo emerge che 
il solo modello autoconsistene in grado di analizzare questi fenomeni 
richiede una descrizione cinetica della dinamica degli atomi neutri, degli ioni 
degli elettroni accoppiata alle equazioni di campo di Maxwell, cioè scrivere 
l’equazione di Boltzmann relativa alle tre specie presenti nel canale di 
scarica del propulsore [4]: 
[ ]
0
0 ; ;
ˆ , ,
i e
i e
i e
DfDf DfS S
Dt Dt Dt
M f f
βα
α β
β
S= = =
⎡ ⎤= ⎣ ⎦E B J
                                                (1-26)              
Dove l’ultima uguaglianza rappresenta simbolicamente il sistema di 
equazioni di Maxwell, inoltre nelle prime tre equazioni la derivata D Dt  
rappresenta l’operatore di derivazione Lagrangiano. I termini ,  ed  
sono gli operatori collisionali, mentre gli indici 
0S iS eS
α  e β  indicano il numero di 
livelli eccitati degli atomi neutri e degli ioni. Al sistema di equazioni (1-26) 
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bisogna aggiungere le condizioni al contorno per la funzione di distribuzione 
[4, 7]; ossia: 
( ) ( ) ( )
1 1
1
, 1 1 1 1
ˆ, , , , , , , , ,k k k k
k
f t S t t f+ − t′ ′ ′ ′ ′ ′=∑v P v v P P v P                         (1-27) 
dove ( )
1 1 1
, ,kf t
− ′ ′ ′v P  è la funzione di distribuzione delle particelle di tipo  
che impattano la superficie all’istante t
1k
′  nell’intorno del punto , ′P
( ), ,kf t+ v P  è la funzione di distribuzione delle particelle “secondarie” e  
è l’operatore relativo al processo 
1,
ˆ
k kS
1k k
f f− +→ , cioè rappresenta la probabilità 
che un elettrone che arrivi al tempo t′  con velocità 1′v  in corrispondenza del 
punto , causerà, dopo un tempo , l’emissione di un elettrone dalla 
superficie con velocità  dal punto .  
′1P t
v P
Un’altra caratteristica molto importante nello studio degli HET è la 
previsione del tempo di vita di questi dispositivi, la quale è influenzata dal 
processo di erosione delle pareti dielettriche (che si traduce in un 
cambiamento della geometria Γ ) e dalle proprietà di emissione secondarie 
σ  delle pareti stesse. Questo produce un sistema di equazioni aggiuntive che 
possono essere simbolicamente scritte nella seguente forma [4]: 
( )
( )
( )
0
0
0
, , ,
, , ,
, , ,
i e
i e
i e
A f f f
t
B f f f
t
C f f f
t
χ
σ χ
χ χ
∂Γ =∂
∂ =∂
∂ =∂
                                                                      (1-28) 
Dove χ  indica l’insieme delle proprietà cristallo-chimiche dello strato 
superficiale delle pareti. 
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Il problema di un descrizione completa ed analitica dei fenomeni che 
avvengono un HET è molto complicata come si può osservare dal sistema di 
equazioni scritte sopra. Inoltre la forma generale del termine  è molto 
difficile da ottenere per ogni tipo di superficie. Pertanto in base a queste 
circostanze un condizione  necessario per uno sviluppo della teoria dei 
propulsori HET deve includere da una parte una stretta connessione con la 
sperimentazione e dall’altra lo sviluppo di modelli separati che descrivano i 
singoli processi menzionati sopra. 
1,
ˆ
k kS
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Capitolo 2 
Teoria delle orbite elettroniche 
2.1 Introduzione  
In questo capitolo discuteremo un metodo approssimato per studiare il  
moto degli elettroni in campi elettrici e magnetici lentamente variabili nel 
tempo e nello spazio noto come Teoria del centro guida. In altre parole il 
moto di particelle cariche in campi elettromagnetici lentamente variabili 
conduce al formalismo del centro guida in cui la dinamica può essere 
descritta come somma di un moto veloce di rivoluzione attorno al centro 
guida e di una deriva lenta.  
Questo metodo verrà applicato anche all’analisi del moto degli 
elettroni in una configurazione di campi elettrici e magnetici caratteristica di 
un propulsore ad effetto Hall, in particolare il professor King  ha presentato 
in un suo recente lavoro [1] un trattazione che utilizza il formalismo del 
centro guida  per  mostrare l’importanza dell’effetto di specchio magnetico e 
della componete radiale del campo elettrico sull’origine della deriva di Hall 
chiusa in un HET.  
 
2.2 Teoria del centro guida  
Iniziamo l’analisi esaminando la trattazione classica del moto di una 
particella carica basata sull’equazione di Lorentz non relativistica e 
successivamente usurare questa forma dell’equazione del moto e la 
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trasformazione di variabili dallo spazio delle fasi alle coordinate del centro 
guida per ottenere il dinamica di deriva. 
Le equazioni del moto per una particella di massa m  e carica elettrica 
 soggetto all’azione dei campi elettromagnetici q ( ), tE r  e  sono: ( , tB r )
( )
d
dt
d q
dt m
⎧ =⎪⎪⎨⎪ = + ∧⎪⎩
r v
v E v B
                                                                       (2-1) 
Ognuna delle  particelle del plasma soddisfa queste equazioni e la 
soluzione delle  equazioni rappresenta le traiettorie delle particelle. 
Queste traiettorie determinano la densità locale di carica e di corrente: 
N
6N
( ) ( )( )
( ) ( )( )
1
1
,
,
N
j j
j
N
j j j
j
t q t
t v q
ρ δ
δ
=
=
⎧ = −⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎩
∑
∑
r r r
j r r r t
                                                          (2-2) 
che costituiscono le sorgenti per le equazioni di Maxwell. 
Quando i campi elettromagnetici sono lentamente variabili nello spazio        
e nel tempo possiamo ignorare la fase di rivoluzione della particella  e 
seguire la sua dinamica solo attraverso il moto del centro dell’orbita di 
ciclotrone. Questa approssimazione del moto della particella col moto di 
deriva è dovuto ad un operazione di media sulla scala temporale dominante 
(cioè sul periodo di rivoluzione che corrisponde alla fase veloce della 
dinamica della particella) come verrà dimostrato tra breve. Questo consente 
di ridurre le variabili dinamiche nello spazio delle fasi da sei a quattro.  
La condizione di variazione lenta dei campi E  e  significa che la 
lunghezza  ed il tempo 
B
A τ , entro i quali i campi variano apprezzabilmente, 
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sono grandi confrontate col raggio di Larmor  della particella e col periodo 
di ciclotrone 
Lr
1
cω − , cioè: 
11L
c c
r u
ω ω
⊥= A A A 1
1
                                                         (2-3)      
Poiché cω −  è proporzionale a m e , possiamo scegliere m eδ ≡  come 
parametro infinitesimo ( ρ δ 1∼ A , cτ δω−
)
∼ ) per sviluppare in serie di 
potenze l’equazione del moto (2-1) ed ottenere un descrizione approssimata 
del moto della particella. Questa procedura ci permette al primo al ordine di 
separare il moto lento di deriva dal moto rapido di rivoluzione attorno al 
centro guida e quindi ottenere la traiettoria come sovrapposizione delle due 
dinamiche, in modo da raggiungere lo scopo della teoria del centro guida. 
Innanzitutto operiamo la trasformazione di variabili dallo spazio delle 
fasi  alle variabili ( ,x v ( ),R u . Introduciamo a tal proposito la posizione 
istantanea del centro guida nel seguente modo: 
( ) ( ) ( )Lt t t= −R r r                                                                           (2-4) 
dove il vettore , che rappresenta il vettore che identifica la posizione 
della particella rispetto al suo centro di rivoluzione, è definito dalla 
relazione: 
( )L tr
( ) 2L t BBδ δ= ∧ = ∧r B bu u                                                          (2-5) 
dove  
E= −u v v                                                                                       (2-6) 
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La velocità  rappresenta la velocità di deriva del centro guida data da: Ev
 2E B
= ∧v E B                                                                                    (2-7) 
 
Centro Guida ( ), tB r
b  
Lr  
q
R r  
O  
Figura (2.1): Orbita di una particela carica in una regione caratterizzata da un campo 
magnetico debolmente non omogeneo e lentamente variabile nel tempo. 
 
Il vettore  nella (2-5) rappresenta il versore del campo magnetico, cioè  b
B≡b B . A sua volta i vettori ,  ed il modulo b Ev B  del campo magnetico 
sono funzioni della vettore posizione della particella e del tempo, questo 
comporta anche che la frequenza di ciclotrone sia funzione di ( ), tr , infatti si 
ha ( ),c B tω δ= r . Pertanto per poter riscriver le equazioni di Lorentz in 
termini delle coordinate del centro guida è conveniente passare al sistema in 
coordinate cilindriche ( , ,v u )φ⊥& , questo implica che: 
v u⊥ ⊥= +u b e&                                                                                (2-8) 
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dove  
1 2cos sinφ φ⊥ = +e e e                                                                       (2-9) 
 
 
1e  
2e  
φ  
⊥e  
B  
Lr  
Figura (2.2): Definizione dell’angolo di rivoluzione 
 
La terna locale di versori ortogonali ( )1 2, ,e e b  è funzione ( ), tr  ed è tale da 
soddisfare la relazione 1 2sin cosφ φ φ⊥= ∧ = − +e b e e e . Pertanto attraverso 
la trasformazione di variabili ( ) ( ), , ,t v u ,φ⊥→r R & , che si ottiene applicando 
le relazioni (2-4), (2-5), (2-7) e (2-8), è possibile formulare le equazioni del 
moto per una particella carica in termini delle coordinate del centro di 
rivoluzione, cioè ottenere le equazioni del moto del centro guida: 
( )
1
2
1
1
E
E
E
E
E
ddv
dt B B dt
dv E u
dt
ddu v
dt dt
d dB dv
dt u dt dtφ
δδ
δ
φ δ
⊥ ⊥
⊥ ⊥
⊥
⎧ ⎛ ⎞= + + ∧ + ∧⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪ = + +⎪⎪⎨ ⎛ ⎞⎪ = − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪ ⎛ ⎞⎪ = − − − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
vbR b v u b
bv e
vbe
e vbe e
&
& &
&
&

 i
 i
 i i
                                    (2-10) 
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dove d dt  indica la derivata totale considerata lungo al traiettoria della 
particella, cioè ( )Ed dt t v v⊥ ⊥= ∂ ∂ + + + ⋅∇b v e& , la quale in termini delle 
coordinate del centro guida diventa: 
d v v
dt t v v
φ φ⊥
∂ ∂ ∂ ∂= + + + + ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂R R & & &
                                         (2-11) 
Per esprimere i campi come funzione delle coordinate del centro guida 
sviluppiamo in serie di Taylor nell’intorno della posizione di questo punto: 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2
, , ,
,
Lt t t
u t O
B φ
δ δ⊥
= + ∇ + =
+ ∇ +
b r b R r b R b R
e b R
i …
i
, t
                                (2-12) 
Bisogna osservare che il sistema trasformato delle equazioni del moto (2-10) 
che abbiamo ottenuto attraverso il cambiamento di variabile contiene solo 
due termini che sono dell’ordine ( )1O δ − , rispettivamente presenti nella 
seconda e nella quarta equazione del sistema (2-10) a differenza delle 
equazioni del moto originarie, nelle quali tutte le forze sono dell’ordine 
( 1O )δ − . Il termine che contiene il campo elettrico parallelo  tende 
ad essere grande, infatti è un 
E = ⋅E b&
( )1O δ − , questo comporta che il campo E&  
deve essere piccolo. Infatti se E&  assumesse valori eccessivamente grandi 
allora le particelle verrebbero accelerate sulla scala temporale del periodo di 
ciclotrone. Dato che gli ioni e gli elettroni sono accelerati in direzione 
opposta, questo darebbe luogo ad un fenomeno di separazione di carica con 
la conseguente formazione di un campo elettrico che varierebbe su una scala 
temporale più piccola, violando l’assunzione iniziale sulla lenta variazione 
dei campi. Quindi è necessario imporre che il campo elettrico parallelo sia 
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piccolo, cioè ( )E O δ=& . Da ciò consegue che l’unico termine nel sistema 
(2-10) che è dell’ordine ( )1O δ −  è il primo termine dell’equazione relativa 
all’angolo di rivoluzione φ , che perciò diventa l’unica quantità che cambia 
rapidamente. 
 
2.2.1 Metodo della media 
Applicando l’espansione in serie (2-12) ai secondi membri del sistema 
(2-10) e trascurando i contributi di ordine superiore a δ  si ottiene un sistema 
di equazioni che può essere scritto semplicemente nella forma: 
( )
( ) ( )
,
,c
d
dt
d A
dt
φ
φ ω φ
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
=
= +
r f r
r r
                                                              (2-13) 
Per risolvere questo sistema è necessario sopprimere la dipendenza 
dall’angolo di fase φ  che caratterizza il moto rapido di oscillazione della 
particella attorno al centro guida. La procedura che consente di ottenere tale 
indipendenza si basa sul metodo della media [2], strumento che è stato usato 
dai matematici Krylov e Bogoliubov per quanto riguarda le soluzioni 
asintotiche di sistemi di equazioni differenziali non lineari. L’idea sulla 
quale si base tale metodo è quella di trovare una trasformazione 
infinitamente differenziabile che rimpiazzi le variabili originarie ( , )φr  con 
le nuove variabili mediate ( ),ϕξ  le quali differiscono di una quantità 
infinitesima da ( ),φr  e soddisfano il sistema di equazioni di equazioni 
differenziali indipendente dall’anglo di fase che varia rapidamente. La 
trasformazione che è stata trovata è: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 2
1 2
2 2
1 2
, ,
, ,
k k k i k i
i i
r g g O
q q O
ξ δ ξ φ δ ξ φ δ
φ ϕ δ ξ φ δ ξ φ δ
⎧ = + + +⎪⎨ = + + +⎪⎩
                               (2-14) 
tale che 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 1
0 1
k
k i k i
c i i i
d F F O
dt
d O
dt
ξ ξ δ ξ δ
ϕ ω ξ ξ δ ξ
⎧ = + +⎪⎪⎨⎪ = +Ω + Ω +⎪⎩ δ
                                   (2-15) 
Il sistema di equazioni (2-15) introduce un nuovo insieme di funzioni 
incognite  ed  , di conseguenza il problema si riduce alla 
determinazione di queste funzioni. 
ikF iΩ
Usando la prima equazione del sistema (2-14), possiamo scrivere: 
( )21 2k kk k i
i
g gr Oξ δ ξ δ φ δξ φ
∂ ∂= + + +∂ ∂
                                              (2-16) 
Attraverso la seconda equazione relativa alla (2-14) e considerando soltanto 
nello sviluppo i termini di ordine zero in δ si ottiene: 
( )10 kk k cgr F Oδ ωφ
∂= + +∂ δ                                                            (2-17) 
Teniamo presente che cω  è proporzionale a 1δ − , pertanto la (2-17) può 
essere scritta nel seguente modo: 
( )10 kk k gr F B O δφ
∂= + +∂                                                                (2-18) 
D’altra parte dalla (2-13) segue: 
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( ) ( )
( ) ( )
1 1, ,
,
k k i k i i
k i
r f r f g q
f O
φ ξ δ ϕ δ
ξ ϕ δ
= = + + ⋅⋅⋅+ + + ⋅⋅⋅ =
+

                     (2-19) 
Confrontando i termini di ordine zero nella (2-18) e nella (2-19) si ha: 
( ) ( )10 ,kk i kgF B f iξ ξ ϕφ
∂+ =∂                                                           (2-20) 
Dobbiamo ancora fronteggiare il problema della soppressione delle 
oscillazioni: Per raggiungere questo scopo ricorriamo ad una operazione di 
media, applicato a ciascuna funzione periodica in ϕ : 
( ) ( )2
0
1 ,
2i i
G G
π
dξ ξ ϕ ϕπ= ∫                                                           (2-21) 
Questo significa che ogni funzione periodica può essere rappresentata come 
somma di un termine medio e di un termine oscillante, la cui media è nulla: 
( ) ( ) ( ),i iG G G ,iξ ϕ ξ ξ= +  ϕ                                                           (2-22) 
Ritornando all’equazione (2-20), notiamo che è presente ancora un elemento 
di arbitrarietà che può essere eliminato facendo la seguente scelta: 
( )1 0 ; 0k ig ξ = 1q =                                                                    (2-23) 
Otteniamo di conseguenza attraverso il sistema (2-14): 
( ) ( )2 ;k kr O O 2ξ δ ϕ φ= + = + δ                                               (2-24) 
con kξ  e ϕ  che soddisfano le seguenti equazioni differenziali approssimate: 
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( ) ( )
( ) ( )1
k k i
i
f O
B O
ξ ξ δ
ϕ ξ δδ
⎧ = +⎪⎨ = +⎪⎩

                                                                     (2-25) 
L’algoritmo chiaramente può essere esteso in modo tale da considerare 
lo sviluppo fino al primo ordine in δ  come è stato fatto dal professor 
Morozov [3], ma non andremo oltre nell’analisi e ci limiteremo soltanto a 
riportare il risultato finale che si ottiene applicando tale metodo all’equazioni 
del moto del centro guida, cioè: 
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )2 1
2 2
2
2
2
2 2
2
2 2
t E
E
t E
tE
E E
vB D v
u u Bv
B B
D v O
B
E uv B D O
B
v u uu B O
B
Oφ δ
δ δ
B
δ δ
δδ
δ
δ
⊥ ⊥
⊥
⊥ ⊥⊥
= −
⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪ − ⋅ − ⋅∇ ∧ +⎪⎪⎩
∇= + ∇∧ + + ∧
+ ∧ + +
= − ∇ + +
= ∇ − ∇ − ∇ +
+e e b b v
R B b b v b
b b v
v b
v b v
&
&
&
&
&
& &
&
& &

 i
 i
 i i
                   (2-26) 
dove  
( )tD vt E∂≡ + + ⋅∇∂ b v&                                                                   (2-27) 
In conclusione possiamo osservare che la prima equazione del sistema 
(2-27) contiene tutti gli effetti di deriva causati dalle inomogeneità spaziali e 
dalle variazioni temporali dei campi. Infatti il primo termine nell’equazione 
include oltre alla velocità parallela lungo le linee di forza del campo 
magnetico anche un termine di correzione dell’ordine di ( )O δ  che è 
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proporzionale alla densità di corrente lungo b , cioè: 0 j Bμ∇ ∧ =b b &i . Il 
secondo ed il terzo termine rappresentano rispettivamente la deriva di Hall e 
la deriva dovuta al gradiente di campo magnetico, ossia: 
2E
∧= E Bv
B
                                                                                   (2-28) 
2
2
u B
B B
δ∇ ⊥= ∇∧v b                                                                          (2-29) 
Infine l’ultimo termine causato dalla variazione di Ev +b v&  indica una 
deriva generalizzata che contiene sia il termine di deriva indotto dalla 
curvatura delle linee di forza del campo magnetico, sia la deriva di 
polarizzazione dovuta alla presenza di Ed dv t : 
(a tD v )EBδ= ∧ +bv b& v                                                               (2-30) 
Pertanto noti i campi E  e , ed assegnate le condizioni iniziali su  
, il sistema (2-26) può essere integrato per predire la traiettoria del centro 
guida di una particella carica. 
B v&
u⊥
 
2.3 Dinamica di un elettrone in un monopolo magnetico 
In questo paragrafo verrà applicata la teoria del centro guida per 
studiare la dinamica di un elettrone in una topologia di campi caratterizzata 
da un campo magnetico che scala con legge inversamente proporzionale alla 
distanza dal centro del monopolo: 
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( ) 0 0r r rB rB r r= =B e e                                                                   (2-31) 
e da un campo elettrico costante ortogonale alle linee di forza del campo 
magnetico. Nella (2-31)  è il valore del campo magnetico valutato in 
corrispondenza del raggio di riferimento . Il campo elettrico è definito 
attraverso la sola componente assiale, ossia: 
0B
0r
x xE=E e                                                                                         (2-32) 
come si vede nella figura (2.3) 
 
 
  
 
r rB e 
x xE e            
 
 
 
 
Figura (2.3):  Monopolo magnetico sovrapposto ad un campo elettrico assiale costante 
 
Per determinare l’equazioni del moto del centro guida è necessario 
innanzitutto valutare la sua velocità, che in questo caso è data da: 
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aEv= + +R b v v&                                                                          (2-33) 
La velocità di deriva parallela al campo magnetico, quella di Hall e quella 
generalizzata assumono, nella geometria assialsimmetrica che caratterizza il 
monopolo magnetico, la seguente forma: 
0 0
2 2
0 0
1 1 2
x
r
x
E
r
x x
a r x
r r
r
r
v v
E E
B B
v E v E r
B B B B r
ϑ ϑ
δ δ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
=
= =
= − ∇ + =
b e
v e e
v e
& &
& &
xe
                              (2-34) 
con ee mδ =  
A sua volta le espressioni delle accelerazioni del centro guida date 
dalle equazioni (2-26) vengono esplicitate nel seguente modo: prima di tutto 
ricaviamo il terzo termine del membro di sinistra della (2-26.2) tenendo 
presente che 
N ( )
0
t ED v vt
=
∂
E= + + ∇ = ∇ + ∇∂
bb b v b b b v& &i i i b                            (2-35) 
dove il termine  rappresenta la curvatura delle linee di forza del 
campo magnetico, cioè 
∇ = ∇b b b&i
2
c cR∇ = −b R&  , con  raggio di curvatura, ma  in 
base alla topologia del campo B  segue che:  da cui . La 
seconda parte del termine convettivo si sviluppa nel seguente modo: 
cR
c →∞R 0∇ =b bi
z
E
r r
E E
B B
zθ θ∇ = ∇ = ∇v ei i                                                              (2-35) 
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ma 1
rϑ ϑ
∇ =b e , quindi lo sviluppo della derivata totale del versore parallelo 
al campo magnetico da il seguente risultato: 
x
t
r
ED
B r ϑ=b e                                                                                 (2-36) 
di conseguenza si ottiene: 
2
2
x
r
tE
E
B r
D⋅ =v b                                                                               (2-37) 
Il termine B∇&  rappresenta la derivata in direzione radiale della componente 
rB  del campo magnetico, cioè rB B r∇ = ∂ ∂& . Infine utilizzando le equazioni 
di Maxwell t∇∧ = −∂ ∂E B , ∇ =B 0i  e la definizione di velocità di deriva 
, l’ultimo termine della (2-26.3) è nullo, infatti si ha: ∧E B
1 0E E E
EB B
B t B B
= ∂ ∇∇ − ∇ − − ∇∧ − =∂v b v b b v
&
&i i i i                 (2-38) 
In definitiva le equazioni finali per le accelerazioni del centro guida 
dell’elettrone in un monopolo magnetico sono: 
2 22 2
2 2
0 02 2
2 2
x xr
r
r
rE Eu uBv
B r B r r B r
v u v uBu
B r r
⊥ ⊥
⊥ ⊥
⊥
∂= − + = +∂
∂= =−∂
&
& &


2
                                            (2-39) 
Dall’analisi emerge che esiste un velocità nella direzione del campo          
elettrico applicato come è dimostrato chiaramente nell’equazione (2-34)        
relativo all’espressione della velocità di deriva generalizzata. Pertanto in 
questo caso la presenza di una mobilità non collisionale, ortogonale ai campi 
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elettromagnetici incrociati, è una conseguenza della natura radiale del campo 
magnetico.  
Possiamo estendere la trattazione che abbiamo fatto alla simulazione 
della dinamica di un elettrone in un motore ad effetto Hall, schematizzando 
la topologia dei campi elettromagnetici presenti in questo dispositivo con la 
configurazione del monopolo magnetico sovrapposto al campo elettrico 
applicato. I valori delle grandezze fisiche e delle condizioni iniziali sono 
riportanti nella tabella (2.1) e si riferiscono a quelli utilizzati nel riferimento 
[1]. 
 
Grandezze Fisiche 
0B  23           [mT] 
xE              [V/m] 410
Condizioni Iniziali 
0v&  62.6×10      [m/s]      
0v⊥  62.6×10      [m/s] 
 
Tabella (2.1): Valori dei campi elettromagnetici di riferimento e delle condizioni iniziali sul 
campo di velocità 
 
L’integrazione dell’equazioni del moto del centro guida (2-39) si 
ottiene per via numerica applicando il metodo di Runge-Kutta. I risultati 
relativi all’andamento delle componenti di velocità v ,  e  sono 
riportate nelle seguenti figure:  
& Ev av
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Figura (2.4): Andamento della velocità parallela alle linee di forza del campo magnetico 
        
Figura (2.5): Andamento della velocità di deriva di Hall 
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Figura (2.6): Andamento della velocità parallela al campo elettrico applicato 
 
 
Gli andamenti delle velocità sono tracciati in funzione del numero di 
cicli del periodo di ciclotrone dell’elettrone 1cω − . Come si osserva dalle 
figure la componente di velocità dominante è quella parallela alle linee di 
forza del campo magnetico,  infatti   parte da un valore di v&
62.6 10 m s×  
sulla parete interna e raggiunge prima di impattare la parete esterna il valore 
di 63 10 m s× . A sua volta la velocità di deriva azimutale  è un ordine di 
grandezza più piccola di v , inoltre osservando la traiettoria del centro guida 
nel piano 
Ev
&
( ),r ϑ , l’effetto di deriva azimutale appare trascurabile se 
confrontato con il moto veloce nella direzione radiale, infatti l’elettrone 
percorre una breve distanza in direzione ϑ  prima di colpire la parete esterna, 
come si vede nella figura (2.7). Da questa analisi scaturisce l’idea che una 
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deriva chiusa nella direzione azimutale è chiaramente in disaccordo con il 
moto dell’elettrone in un HET. In altre parole l’effetto della forza dovuto alla 
presenza dello specchio magnetico combinato con l’azione della forza 
centrifuga causano un incremento rilevante della componente radiale 
dell’energia cinetica che costringe l’elettrone a muoversi prevalentemente 
nella direzione del campo magnetico. A sua volta la componente di velocità 
parallela al campo elettrico  è un ordine di grandezza più piccolo della , 
come si può notare dalle figure (2.5) e (2.6). 
av Ev
 
 
 
(a) 
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(b) 
Figura (2.7): Rappresentazione della traiettoria del centro guida dell’elettrone nel piano 
( ,r )ϑ (figura (a)) e nel piano ( ),x r  (figura (b)) , iniettato nel dominio di simulazione in 
corrispondenza della parete interna del motore ed assumendo una condizione di urto 
riflessivo tra l’elettrone e le pareti. 
                                                     . 
2.4 Conclusioni 
La teoria del centro guida è un metodo che fornisce una chiara 
rappresentazione della natura del moto di particelle cariche confinate 
mediante intensi campi magnetici, come abbiamo potuto osservare a 
proposito della dinamica di un elettrone in un monopolo magnetico. Infatti i 
risultati ottenuti, attraverso questo approccio, hanno evidenziato l’esistenza 
di una deriva assiale (equazione (2-34) e l’influenza dell’effetto di specchio 
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magnetico sulla dinamica dell’elettrone. La teoria del centro guida, però, non 
prende in considerazione fenomeni che avvengono su scale temporali più 
piccole del periodo di ciclotrone della particella carica infatti vengono 
trascurati i fenomeni collettivi legati alla separazione di carica che a nostro 
avviso sono le cause responsabili dell’origine della deriva di Hall in un 
propulsore HET. Pertanto l’approccio ampiamente utilizzato dal professor 
King verrà abbandonato a favore della descrizione completa della dinamica 
dell’elettrone. 
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Capitolo  3 
Origine della deriva chiusa di Hall in un 
HET 
3.1 Introduzione 
L’obiettivo di questo capitolo è quello di riesaminare il moto degli 
elettroni in un HET con lo scopo di comprendere quale sia il meccanismo 
fisico responsabile della deriva chiusa di Hall ( ∧E B ). Lo studio parte dal 
considerare la dinamica degli elettroni in una geometria piana per poi 
arrivare a descrivere il moto delle particelle negative in una geometria 
assialsimmetrica tipica di un motore ad effetto Hall. Il risulto fondamentale 
che si ottiene è che in un HET assume un importanza rilevante l’esistenza di 
un campo elettrico radiale nel confinamento degli elettroni lungo una deriva 
chiusa. L’origine di questo campo è legata alla fatto che l’HET, è un 
dispositivo al plasma. Il plasma è per sua natura quasi-neutro, di 
conseguenza  il moto degli elettroni è intrinsecamente condizionato dalla 
presenza degli ioni.  
L’approccio che seguiremmo consiste nel descrivere la dinamica 
completa degli elettroni nel senso che in questo capitolo, come nel prosieguo 
del lavoro di tesi, l’equazione del moto non verrà risolta ricorrendo ad un 
sviluppo di Taylor  in modo da approssimare la traiettoria descritta 
dall’elettrone con quella del centro guida (modello che abbiamo presentato 
nel Capitolo 2  parlando della Teoria del centro guida), ma deriveremo la 
traiettoria delle particelle integrando direttamente l’equazione del moto.      
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3.2 Campi elettrico e magnetico uniformi e costanti 
Lo studio della dinamica di un elettrone in moto in un campo elettrico 
E e di induzione magnetica B è descritta dall’equazione di Lorentz  in forma 
non relativistica: 
(e dm edt = − − ∧v E B v)                                                                 (3-1) 
La soluzione di questa equazione, con le opportune condizioni iniziali 
, ( )0 0t =r r ( )0t =v 0v , e noti i campi, rappresenta la traiettoria deterministica 
che l’elettrone descrive nel suo moto. Bisogna tener presente però che in 
molti casi i campi stessi sono funzioni del moto delle particelle, che agiscono 
come sorgente di carica e di densità di corrente nelle equazione di Maxwell. 
Pertanto è necessario determinare i campi coerentemente con lo stato di 
moto, in altre parole i campi sono auto-consistenti con ciò che accade in ogni 
punto della traiettoria.    
Consideriamo il caso in cui E sia perpendicolare a B, ed assumiamo 
che entrambi i campi siano uniformi e costanti. Si sceglie per consuetudine il 
sistema di riferimento orientato in modo che il versore  coincida con la 
direzione B (cioè 
ze
zB=B e ), mentre il campo elettrico abbia componente solo 
nella direzione di xe , il versore  infine è scelto in modo che risulti 
ortogonale ai versori 
ye
xe  ed . Prima di proiettare l’equazione del moto 
nella direzione degli assi coordinati, sviluppiamo la forza di Lorentz 
introducendo il tensore di rotazione magnetica: 
ze
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0
0
0
0
0
yz
z y
xz
z
y z
y x
BB
B B b b
BB b
B B
b bB B
B B
⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟= − = −⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
R 0 xb
− ⎟⎟                              (3-2) 
dove ,x yb b  e  sono le componenti del versore induzione magnetica , le 
quali sono legate tra di loro dalla condizione di normalizzazione 
zb b
1=b . Di 
conseguenza si ha che: 
( )
( ) ( )
Lorentz y z z y x
z x x z y x y y x z
e eB eB v b v b
v b v b v b v b
⎡= ∧ = ⋅ = − +⎣
⎤+ − + − ⎦
F B v R v e
e e
   (3-3) 
Nel nostro caso xb e  sono nulle, dalla condizione di normalizzazione 
segue che ; quindi le componenti della (3-1)  sono: 
yb
1zb =
0
c
c
ex E y
m
y x
z
ω
ω
⎧ = − +⎪⎪⎪⎪ = −⎨⎪⎪ =⎪⎪⎩
?? ?
?? ?
??
                                                                             (3-4) 
dove c eB meω = è la pulsazione di ciclotrone (la frequenza di ciclotrone è 
2c cf ω π= ). Come si può notare dalla terza equazione del sistema (3-4) il 
moto dell’elettrone lungo la direzione parallela al campo magnetico è 
rettilineo ed uniforme, perché  la forza di Lorentz no ha componente nella 
direzione di ; cioè si ha: B
( ) 0 0z t z t z= +?                                                                                    (3-5) 
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Per risolvere il moto nel piano ortogonale al campo magnetico, introduciamo 
un grandezza complessa  x iyζ = +  in modo che risulti: 
c
e
ei
m
ζ ω ζ+ = −?? ? E                                                                             (3-6) 
definendo ( ) ( )00 expLv iζ α= −?  segue che 
( ) ( )0 0cos ;L c L c Ex v t y v sen t Bω α ω α= + = − +? ? +                        (3-7) 
Le costanti di integrazione  ed 0Lv α si ricavano imponendo le condizioni 
iniziali.  Integrando una seconda volta si ottiene: 
( ) ( )0 00 0; cosL Lc c
c c
v v Ex sen t x y t t y
B
ω α ω αω ω= + + = + + +              (3-8) 
Il moto nel piano ortogonale, ottenuto dalla soluzione della (2-6), si può 
rappresentare come la sovrapposizione di un moto di rotazione con raggio 
pari al raggio di Larmor: 
2
e
L
m Er
eB
=                                                                                           (3-9) 
e di una deriva a velocità costante. Quindi la velocità dell’elettrone si 
compone di tre termini: un termine di velocità nella direzione di B, un 
termine di deriva  ed infine l’ultimo termine è la velocità connesso con il 
moto di Larmor : 
Ev
Lv
Ev= + +v b v v? L                                                                             (3-10) 
dove  è data dalla seguente espressione: Ev
2
ˆxE
E
B B
∧= = yE Bv e                                                                          (3-11) 
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mentre  è uguale a: Lv
L L c
e
eB
m
ω= ∧ = ∧v b r b Lr                                                                 (3-12) 
La natura della traiettoria dell’elettrone in una configurazione con 
campi elettrico e di induzione magnetica uniformi assume differenti forme 
come viene mostrato nelle Figure (3.1a), (3.1b) e (3.1c), le quali dipendono 
dal rapporto tra  e . Lv Ev
 
 
=L Ev v  
zB  
E  
Figura (3.1a): L’elettrone descrive un traiettoria cicloidale nel caso particolare in cui la 
velocità di Larmor  in modulo coincide con la velocità del centro guida. 
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>L Ev v  
zB  
E  
Figura (3.1b): In questo caso la traiettoria dell’elettrone assume la forma di una trocoide. 
 
zB  
E  
<L Ev v  
Figura (3.1c): L’elettrone descrive anche in questo caso un traiettoria cicloidale. 
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L’origine del moto di deriva si può facilmente capire mediante 
un’analisi qualitativa del moto di una particella carica in un piano 
perpendicolare al campo magnetico. In assenza della forza dovuta al campo 
elettrico E la particella si muove lungo una circonferenza di raggio , vedi 
Figura (3.2a). 
Lr
 
 
 
                                                 
 
 
           (a)                                                               (b) 
Figura (3.2): Schema del moto trocoidale di un elettrone. 
La forza associata al campo elettrico accelera la particella nel tratto abc e la 
frena nel tratto cda. Di conseguenza l’elettrone percorre il tratto ad una 
velocità media maggiore che in assenza della forza. Corrispondentemente 
risulta anche maggiore il raggio medio di curvatura ( Lr v⊥∝ ). Nel tratto 
inferiore dab la situazione è esattamente opposta. In definitiva la traiettoria 
prende la forma mostrata in Figura (3.2b) 
 
3.3 Deriva di Hall in un HET   
La geometria dei campi che si considera è quella di un monopolo 
magnetico con campo elettrico costante ed ortogonale alle linee di forza del 
campo magnetico, che hanno un distribuzione radiale. Il campo E è stato 
assunto costante e diretto secondo l’asse  in questa prima fase per mettere in 
xE
maxr  
b d 
c 
a 
Lr
 
y  
minr  
 57
Capitolo 3. Origine della deriva chiusa di Hall in un HET 
 
 
evidenza come la natura radiale del campo magnetico influenza il moto 
dell’elettrone. In altre parole, una particella carica che si muove attraverso 
un campo B, che varia vettorialmente, subisce un incurvamento della 
traiettoria di deriva. Si omette per ora la presenza della componente radiale 
del campo elettrico auto-consistente che nasce per effetto dell’abbandono 
della quasi-neutralità (questo concetto verrà chiarito nella seconda parte 
dell’analisi), essendo il fluido di lavoro un plasma.  
Il campo magnetico è definito nel seguente modo: 
( ) 0 0r r rB rB r r= =B e e                                                                     (3-13) 
dove 0B è il valore del campo magnetico valutato in corrispondenza del 
raggio di riferimento  che nel nostro caso coincide con il raggio medio del 
canale di accelerazione del propulsore. Il campo elettrico ha solo componete 
0r
xE , come mostrato in Figura (3.3). 
r rB e  
x xE e  
 
Figura (3.3): Topologia dei campi elettrico e magnetico. 
 
L’incurvamento della traiettoria di deriva può essere spiegato 
facilmente supponendo che l’elettrone inizi il suo moto in corrispondenza del 
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punto A. Inizialmente l’elettrone sente la forza elettrostatica e tenderebbe a 
spostarsi lungo l’asse, ma nel momento in cui acquista velocità subentra la 
forza di Lorentz che ruota il vettore velocità innescando un moto di 
ciclotrone nel piano ortogonale a B. Il moto sarà dunque caratterizzato da un 
moto di deriva con velocità pari a: 
 
2E B
∧= E Bv       (velocità del centro guida)                                    (3-14) 
 
Questa velocità è ortogonale sia ad E che a B, pertanto quando l’elettrone 
giunge in A’  avrà una velocità di deriva che dovrà essere necessariamente 
perpendicolare a B in A’, la quale risulta orientata in maniera differente  
rispetto all’orientamento assunto nella fase precedente del moto, cioè quella 
in corrispondenza del punto A come si può osservare nella Figura (3.4). 
L’effetto della divergenza delle linee di forza del campo magnetico produce 
un  che riorienta il vettore  rendendolo ortogonale a B, causando 
quindi la curvatura della traiettoria nella direzione azimutale. 
EΔv Ev
  
EΔv
Ev
B A’
Ev  
A 
Figura (3.4): Schema della cambiamento di orientamento del vettore velocità del centro 
guida per effetto della variazione vettoriale del campo magnetico 
L’effetto della curvatura nella direzione azimutale sul moto di una 
particella è visibile graficamente tracciando l’andamento della traiettoria di 
 59
Capitolo 3. Origine della deriva chiusa di Hall in un HET 
 
 
un singolo elettrone in una geometria assialsimmetrica. Il risultato, ottenuto 
integrando l’equazione del moto, è mostrato nella figura (3.5). Per il campo 
elettrico e per quello magnetico sono stati usati valori confrontabili con 
quelli di un propulsore ad effetto Hall. Pertanto l’intensità del monopolo è 
stata scelta pari a 0 10B mT= , mentre la componente in direzione x  
(coincidente con l’asse del motore) del campo elettrico è stata presa uguale a 
41 10xE V= × m . 
 
Figura (3.5): Effetto dell’incurvamento della traiettoria elettronica a causa della variazione 
di orientamento del vettore induzione magnetica  
 
Analizziamo ora la situazione nella quale nasce una componente 
radiale del campo elettrico  come conseguenza del moto degli elettroni, il 
quale viola la compensazione della carica spaziale degli ioni positivi e degli 
elettroni. L’abbandono della condizione di neutralità crea un campo elettrico 
che tende a ripristinare tale condizione. Il campo indotto da tale fenomeno è 
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proporzionale allo spostamento dello strato elettronico dallo stato di quasi-
neutralità. Per chiarire questo concetto, supponiamo che in una certo volume 
del plasma la sua neutralità sia violata e che tale violazione avvenga per 
effetto dello spostamento radiale rδ  di ogni elettrone che inizialmente si 
trova su una superficie cilindrica localizzata ad una distanza  dall’asse (cfr. 
figura (3.6a)). Ipotizziamo anche che gli ioni siano fermi, essendo . 
A causa dello spostamento imposto agli elettroni (cfr. Figura (3.6b)), si 
formerà un anello di carica negativa, in analogia alla distribuzione di carica 
negativa in un condensatore cilindrico [1], dove il cilindro positivo è 
rappresentato dalla distribuzione di carica positiva non compensata che si 
forma come conseguenza del moto di separazione degli elettroni. Pertanto in 
base all’analogia del condensatore cilindrico è possibile calcolare il campo 
elettrico associato utilizzando il classico metodo seguita nel derivare la 
condizione di quasi-neutralità in un plasma [2]. Considerando il cilindro per 
unità di lunghezza di raggio 
0r
i em m?
0r r rδ= +  la legge di Gauss assume la seguente 
forma: 
0
2π ε=r
QrE                                                                                     (3-15) 
dove  rappresenta la densità superficiale di carica data dalla seguente 
relazione  
Q
2π δ= eQ ren r                                                                                            (3-16)      
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0r  
(a) 
   
rδ  
rδ  
(b) 
Figura (3.6): (a) Rappresentazione dello stato di neutralità, (b) Spostamento della nuvola 
elettronica rispetto agli ioni (abbandono della condizione di quasi-neutralità). Nelle figure 
gli elettroni sono rappresentati dalle sfere verdi mentre gli ioni dalle sfere blu. 
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Combinando la (3-15) con la (3-16) otteniamo il campo elettrico risultante 
dalla separazione di carica:  
2
0
e
r pe
n e mE r
e
e rδ ω δε= =                                                                   (3-17) 
dove ( )1 22 0pe e en e mω ε=  è la pulsazione elettronica del plasma o pulsazione 
elettronica di Langmuir, mentre  è la densità elettronica. Il dominio di 
validità di questa trattazione ed il meccanismo fisico che può distruggere il 
sincronismo del moto degli elettroni e di conseguenza distruggere la natura 
collettiva del campo che si è creato, è legato al moto termico delle particelle, 
che è stato trascurato. Infatti tenendo conto dell’agitazione termica degli 
elettroni, si introduca la velocità termica degli elettroni 
en
2t ev Tκ= em , dove 
 è la temperatura elettronica, durante un quarto di periodo del plasma un 
elettrone percorrerà un distanza radiale 
eT
R  mentre per effetto del moto 
termico durante lo stesso intervallo temporale la distanza percorsa sarà pari 
a: 
Te
e
pe
vd ω≈                                                                                          (3-18) 
Questo significa che il moto termico distruggerà il moto coerente nello strato 
se risulta eR d? . Pertanto il fenomeno collettivo di separazione di carica 
nel caso in cui è presente anche un moto termico, esiste se la lunghezza 
d’onda dell’oscillazioni del plasma λ  è maggiore dalla lunghezza di Debye, 
ossia: 
2e
d λπ?                                                                                         (3-19)   
La (3-17) consente di calcolare la componente radiale del  campo 
elettrico auto-consistente accoppiato con la dinamica dell’elettrone.  
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Il moto di un elettrone all’interno di una topologia di campi, come 
ipotizzato all’inizio, che rappresenta una prima schematizzazione di quello 
che succede in un motore HET, si ottiene integrando l’equazione di Lorentz  
( )
. .
e
I C
m e⎧⎪⎨⎪⎩
= − − ∧r E B v??
                                                                  (3-20) 
Le condizioni iniziali ( ). .I C  sono definite in corrispondenza della sezione di 
uscita della camera di accelerazione del propulsore, cioè nella zone dove si 
raggiunge approssimativamente il massimo valore del campo magnetico.   
L’analisi procede innanzi tutto col determinare il valore della 
componente radiale del campo elettrico necessario ad equilibrare la forza 
centrifuga, in modo da consentire all’elettrone di percorrere una traiettoria 
circolare; ovviamente questa analisi è accoppiata con la risoluzione 
dell’equazione del moto per l’elettrone, essendo  proporzionale allo 
spostamento radiale della particella , come è mostrato nella (3-17). Le ipotesi 
che vengono fatte sono considerare il plasma non collisionale e freddo. 
rE
 
3.4 
x
Dinamica non collisionale 
La geometria del problema è assial-simmetrica pertanto il sistema di 
riferimento scelto è il sistema di riferimento globale in coordinate cilindriche 
, ,r ϑ  rappresentato in figura  (1.4). Le componenti dell’equazione del moto 
(3-20) sono: 
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???
                                                                 (3-21) 
dove  è la componente del campo elettrico auto-consistente data dalla    
(3-17), mentre 
rE
xE  è la componente assiale, che abbiamo assunto data, infine 
rB è la componete del vettore induzione magnetica definita dalla (3-13). La 
soluzione del sistema differenziale (3-21) si ottiene per via numerica, 
ipotizzando che l’elettrone inizi il suo moto in corrispondenza della sezione 
di ingresso del motore, ad una distanza radiale dall’asse pari al raggio medio 
e con 0ϑ = . Per quanto riguarda le condizioni iniziali da imporre alle 
componenti di velocità si assume che siano tutte  nulle tranne la componete 
azimutale presa pari a 0 2 Evϑ = ⋅ v .  
Come si può osservare dalla Figura (3.7) l’elettrone, che inizia il suo 
moto in corrispondenza del punto A di coordinate ( ) ( )0 0, mr rϑ ≡ ,0 , percorre 
una traiettoria azimutale chiusa come conseguenza del fatto che la forza 
centrifuga, inizialmente non equilibrata, innesca un moto collettivo di 
separazione radiale di carica, ma per effetto dell’intrinseca tendenza del 
plasma alla quasi-neutralità, si forma un campo elettrico coerente 
proporzionale all’avanzamento radiale dell’elettrone verso la parete (come 
abbiamo già chiarito sopra) che ostacola il fenomeno di separazione 
centrifuga di carica, bilanciando l’azione che spinge gli elettroni verso 
l’esterno. Pertanto gli elettroni bloccati radialmente, perché non hanno 
energia sufficiente a risalire la barriera di potenziale che si viene a formare, 
la cui intensità è proporzionale invece al quadrato dello spostamento radiale, 
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Figure (3.7): Andamento della traiettoria dell’elettrone nel piano r ϑ−  
 
sono costretti a muoversi secondo  una deriva circolare a cui si sovrappone 
un moto oscillatorio radiale attorno alla posizione iniziale (vedi figura (3.8)), 
a causa del fatto che il campo elettrico ha un comportamento simile ad un 
forza di richiamo di tipo elastico. Il moto oscillatorio rivela anche la 
presenza di due tipi di fluttuazioni: oscillazioni di lungo periodo, con un 
periodo dello stesso ordine di grandezza del periodo di ciclotrone ed 
oscillazioni di corto periodo, con un periodo di un ordine di grandezza 
minore rispetto a quello di lungo periodo.  
L’analisi dell’andamento temporale dei due termini di accelerazione 
nella prima equazione del sistema (3-21), rispettivamente dovuti alla 
componente del campo elettrico parallela alle linee di forza del campo 
magnetico e alla forza centrifuga, sono mostrati nelle figure (3.9) e (3.10). 
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Figura (3.8): La figura in alto mostra l’andamento temporale della posizione radiale 
dell’elettrone durante una deriva chiusa, mentre nella figure in basso è riportato un 
ingrandimento, in cui è visibile che ad ogni ciclo di ciclotrone l’anello elettronico è soggetto 
ad oscillazioni di frequenza diversa.  
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Figura (3.9): Andamento della componente radiale del campo elettrico in funzione del 
numero di cicli di ciclotrone durante il moto di deriva. Come si può osservare nella figura in 
basso il campo elettrico risente delle stesse fluttuazioni della coordinata radiale 
dell’elettrone. 
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Figura (3.10): Andamento dell’accelerazione centrifuga 
 
A sua volta la traiettoria che l’elettrone descrive sulla superficie cilindrica 
ortogonale alle linee di forza del campo magnetico, viene sviluppata 
rispettivamente su un piano. Quello che si osserva è un moto di ciclotrone 
(vedi Figura (3.11)) analogo al caso piano (cfr. Figura (3.1a)), con raggio di 
Larmor e velocità di deriva pari a: 
45.686 10 [ ] ; 10xL E
Er m v
B
−= × = = 5 m s                                     (3-22)                                 
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Figura (3.11): Moto cicloidale dell’elettrone sviluppato su un piano 
 
Bisogna però osservare che il risultato che abbiamo ottenuto in termini 
di traiettoria elettronica e di campo elettrico deriva dall’aver considerato il 
moto di uno strato cilindrico di elettroni aventi la stessa velocità iniziale. 
Chiaramente non tutti gli elettroni presenti nel plasma sono caratterizzati 
dalle stesse condizioni di velocità iniziale, in quanto il numero enorme di 
particelle coinvolte conferisce al problema un carattere statistico, che si 
esplica nell’assegnare le condizioni cinematiche incipienti attraverso una 
funzione densità di distribuzione. Pertanto un modello più realistico, cioè 
tale da avere una migliore corrispondenza con il comportamento del plasma 
presente nel canale di accelerazione di un HET, richiederebbe o l’utilizzo di 
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un maggior numero di guaine cilindriche interagenti tra di loro1, oppure la 
risoluzione del problema integrando l’equazione del moto e determinando 
contemporaneamente il campo elettrico autoconsistente dall’equazione di 
Poisson.  Si osserva però che applicando il nostro modello semplificato, il 
risultato che si ottiene, relativo alla componente radiale media del campo 
elettrico è sostanzialmente in buon accordo con i valori sperimentali che 
risultano essere dell’ordine dell’1% della componete assiale del campo 
elettrico.  
Per riuscire a dimostrare come il campo elettrico radiale influenza la 
deriva azimutale degli elettroni, consideriamo il suo effetto medio distribuito 
su tutta la larghezza del canale. La forza associata a questo campo incurverà 
la traiettoria di ciascun elettrone, condizionando la fuga verso le pareti delle 
particelle negative. L’effetto complessivo sarà un moto medio di deriva 
azimutale  nel piano r ϑ− , come verrà dimostrato nelle prossime pagine. 
Assumiamo che la funzione di distribuzione delle velocità iniziali degli 
elettroni sia maxwelliana (cfr. figura (3.12)). Per determinare le velocità 
iniziali si introduce una funzione di distribuzione cumulativa definita nel 
seguente modo [4]: 
( )
0
2
0
02 20
0
0 22
0
020
exp
1 exp
exp
t
t
t
v d
v vF
vv d
v
∞
⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = − ⎜⎛ ⎞ ⎝ ⎠−⎜ ⎟⎝ ⎠
∫
∫
v
v
v
v
− ⎟
                                                
                                  (3-23) 
 
1 A questo proposito si veda il modello unidimensionale di plasma sviluppata da 
Dawson [3], nel quale le cariche negative vengono introdotte nella forma di sottili guaine 
che si muovono attraverso un insieme di particelle neutralizzanti che sono immobili. Il 
modello è periodico ed il campo elettrico viene ottenuto direttamente attraverso la posizione 
degli elettroni.    
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Questa funzione è uguale ad un insieme di numeri random sξ  distribuiti 
uniformemente tra 0 e 1, cioè: 
( ) ( 00 1s Fξ → = v )                                                                         (3-24) 
Questa distribuzione di numeri  è stata generata mediante la funzione matlab 
rand, che è un generatore di numeri casuali.  
Nella (3-23) la  è il modulo della velocità iniziale, mentre la 0v
2t ev kT m= e
V
 è la velocità termica degli elettroni (la quale è stata calcolata  
ipotizzando un valore dell’energia termica 5eT eκ = ). Notando che la 
distribuzione  è equivalente alla distribuzione , è 
possibile invertire l’equazione (3-23) per ottenere  in termini di 
(0 1sξ → ) 1( )1 0sξ− →
0v sξ , in altre 
parole si ha: 
0 lntv v sξ= −                                                                               (3-25) 
Successivamente, per tracciare l’orientamento del vettore velocità iniziale 
  su un sfera unitaria nello spazio tridimensionale delle velocità, usiamo 
un sistema di riferimento in coordinate polari 
0v
( ),θ ϕ  con 0 θ π≤ ≤  e 
0 2ϕ π≤ ≤  (cfr. Figura (3.13)): in questo caso la funzione densità di 
distribuzione assume la forma [5]: 
( ) ( ),
4
sen d d
f
θ θ ϕθ ϕ π=                                                                  (3-26) 
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Figura (3.12): Sfera delle velocità nello spazio delle fasi 
 
Poiché la densità f è il prodotto di due numeri casuali indipendenti, la 
procedura per determinare gli angoli θ  e ϕ  si semplifica nel seguente modo: 
posto che ( ),θ ϕξ ξ  siano una coppia di numeri casuali, le equazioni da 
risolvere sono: 
( )
0
0
1
2
1
2
sen t dt
dt
θ
θ
ϕ
ϕ
ξ
ξ π
=
=
∫
∫
                                                                          (3-26) 
da cui segue: 
cos 1 2
2
θ
ϕ
θ ξ
ϕ πξ
= −
=
                                                                                 (3-27) 
0
0
v
v
 
θ  
0xv  ϕ
0vϑ  
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Pertanto ogni elettrone emesso in maniera casuale in corrispondenza del 
raggio medio della sezione d’uscita del propulsore presenta le seguenti 
componenti di velocità iniziale che possono essere calcolate ricorrendo alle 
equazioni (3-25) e (3-27), ossia: 
( )
( ) ( )
( ) ( )
0
1
0
1
0
ln 1 2
ln cos 1 2 cos 2
ln cos 1 2 2
r t s
x t s
t s
v v
v v sen
v v sen sen
θ
θ ϕ
ϑ θ ϕ
ξ ξ
ξ ξ πξ
ξ ξ π
−
−
= − −
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ξ
                         (3-27) 
Una volta ottenute le condizioni iniziali, si determina la traiettoria 
dell’elettrone attraverso l’integrazione dell’equazione del moto (3-21) nella 
quale la componente radiale del campo elettrico è sostituita dal suo valore 
medio 155.63.6rE V m= , ottenuto mediando il campo elettrico radiale sul 
periodo caratteristico del moto oscillatorio che si innesca come conseguenza 
del fenomeno di separazione locale di carica (nel caso in cui 0 10B mT= ). 
La simulazione viene eseguita considerando un numero 6000eN =  elettroni 
iniettati nel canale di accelerazione in corrispondenza del raggio medio  in 
modo da poter determinare la traiettoria media e confrontarla con quella 
ottenuta in assenza di 
mr
rE . Il risultato che si ottiene evidenzia come la 
presenza del campo elettrico radiale causa una deriva circolare, a differenza 
del caso in cui  la forza elettrostatica radiale è assente. Il moto medio degli 
elettroni, in questa ultima circostanza, è sì curvo come conseguenza delle 
interazioni degli elettroni con le pareti, ma è divergente rispetto al moto 
circolare per il fatto che la forza centrifuga non è bilanciata mediamente da 
nessuna azione radiale, tranne che dalla interazione elettrone-parete, come si 
può osservare nella figura (3.14). Nella figura (3.15) viene rappresentata la 
fase iniziale del moto di 150 elettroni.   
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Parete Esterna 
Parete Interna 
Figura (3.13):  La curave in rosso rappresenta la traiettoria media degli elettroni in presenza 
della componente radiale del campo elettrico, mentre la curva blu è la traiettoria media 
percorsa dagli elettroni soggetti soltanto alla forza centrifuga e all’interazione con le pareti 
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Figura (3.14): Rappresentazione del moto di 150 elettroni tra due istanti di tempo 
successivi. 
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Capitolo 4 
Ruolo delle pareti nell’analisi della 
dinamica elettronica in un HET 
4.1 Introduzione 
Come abbiamo chiarito alla fine del paragrafo 3.4, in un propulsore ad 
effetto Hall in prossimità della sezione di uscita della camera di 
accelerazione la deriva  degli elettroni si risolve in una rotazione 
media attorno all’asse di simmetria. Quindi la nuvola elettronica tende a 
ruotare rigidamente. Nella letteratura russa questo comportamento è noto 
come regime di isodrift [1]. Tenendo presente la natura statistica delle 
condizioni iniziali, è possibile che siano presenti elettroni che nell’evolvere 
del moto impattano contro le pareti del motore. L’interazione fra gli elettroni 
e le pareti gioca un ruolo rilevante nell’incrementare la corrente dalla 
regione di accelerazione all’anodo, trasversalmente alle linee di forza del 
campo magnetico in un HET, nel caso in cui non siano presenti urti 
elettrone-neutro. Questa forma di conduttività anomala, teorizzata dal 
professor Morozov [2] e sperimentalmente osservata dalla  scienziata russa 
Bugrova [3], nota come conduttività di parete (dall’inglese near wall 
conductivity NWC), è spiegata (come è stato accennato nel Capitolo 1) 
partendo dall’assunto che le collisioni tra elettroni e parete siano analoghe al 
processo di diffusione random dovuto alle collisioni tra particelle. Pertanto 
se si verifica una urto diffusivo in corrispondenza delle pareti, la velocità 
media degli elettroni che abbandonano le pareti risulta nulla nella direzione 
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parallela ad esse e perciò gli elettroni si muoveranno preferenzialmente in 
verso opposto al campo elettrico con il risultato di uno spostamento medio 
netto in direzione dell’anodo. In realtà la NWC è un fenomeno molto 
complesso che include in un modo non lineare numerosi effetti:  
a) le irregolarità superficiali dovute alla rugosità delle pareti; 
b) l’emissione elettronica secondaria SEE (secondary electron 
emition), cioè l’estrazione di elettroni dalla parete da parte di 
elettroni incidenti (fenomeno che si verifica nella regione delle 
alte energie); 
c) la ricombinazione; 
d) le oscillazioni della guaina che, come è stato dimostrato in un 
recente articolo mediante il metodo Monte Carlo, determinano 
un incremento della frequenza di collisione elettrone-parete e 
del coefficiente di emissione secondario rispetto al regime 
stazionario della guaina [4] 
e) l’erosione delle pareti che rappresentano un problema rilevante 
in termini di perdita di prestazione e di riduzione della vita 
operativa  del propulsore. 
 
4.2 Descrizione della tipologia di urto elettrone-parte 
L’interazione tra gli elettroni e le pareti di un propulsore ad effetto 
Hall può essere suddivisa in due tipologie di urto riflessivo elastico (si 
assume che nell’urto l’energia cinetica degli elettroni si conservi): 
Riflessione speculare e Riflessione diffusiva. Bisogna tener presente che 
questa differenziazione è solo una schematizzazione del complesso 
fenomeno che accompagna il processo di collisione elettrone-parete, come è 
stato accennato nell’introduzione. Verrà data di seguito una descrizione delle 
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due tipologie di urto, simulando la dinamica di un singolo elettrone 
sottoposta alla forza di Lorentz e alla due componenti radiale ed assiale della 
forza elettrostatica. Le ipotesi che vengono fatte nella simulazione sono: 
assumere che i campi elettrico e magnetico siano assialsimmetrici ed 
indipendenti dal tempo e considerare lo spessore delle guaine infinitesimo, 
cioè  ipotizzare che il potenziale di guaina sia nullo. 
 
4.2.1 Riflessione speculare 
In una riflessione speculare l’elettrone si comporta come una palla da 
biliardo che rimbalza contro il bordo del tavolo senza perdere energia. 
Questo ci permette di potere prevedere l’orientamento dell’elettrone dopo 
l’impatto contro la parete in modo deterministico, infatti, la componente di 
velocità tangenziale si conserva mentre quella normale alla parete inverte il 
segno mantenendosi costante in intensità. Questo tipo d’urto descrive 
l’interazione tra la parete e gli elettroni che non avendo energia sufficiente a 
risalire la barriera di potenziale che si forma nella guaina non possono essere 
diffusi verso l’anodo in guisa da incrementare la mobilità traversale al 
campo magnetico. L’unico sistema di migrare verso l’anodo per questo tipo 
di elettroni è costituito dagli urti con i neutri e con gli ioni in base al 
processo di trasporto di tipo classico.  
La traiettoria dell’elettrone si ottiene integrando il sistema scalare di 
equazioni differenziali del moto in coordinate cilindriche, cioè; 
2
0
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x c
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xr r r
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ϑ ϑ ω
ω ϑ
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                                                                      (4-1) 
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Si assume che la funzione di distribuzione delle velocità iniziali sia 
maxwelliana e che l’orientamento del vettore velocità iniziale  sia 
isotropo. Ad ogni urto contro la parete vengono riassegnate le condizioni 
iniziali sul vettore velocità in base all’ipotesi d’urto speculare riflessivo. 
Come si può notare dalla proiezione della traiettoria nel piano, la mobilità 
dell’elettrone verso l’anodo risulta assente in quanto l’azione dei campi 
elettrico e magnetico incrociati intrappola la particella carica in prossimità 
della sezione di uscita obbligandolo a ruotare e a traslare lungo le linee di 
forza del campo magnetico. Il moto di deriva azimutale è condizionato dalla 
presenza della componete radiale del campo elettrico. Nelle pagine che 
seguono vengono riportate le simulazioni della balistica del moto 
dell’elettrone. I valori del modulo del vettore induzione magnetica e della 
componete radiale media del campo elettrico 
0v
rE  sono riportati nella tabella 
sottostante. 
 
 
SIMULAZIONI 
COMPONENTE RADIALE 
MEDIA DEL CAMPO 
ELETTRICO rE  
VETTORE INDUZIONE  
MAGNATIC 0B  
CASO 1 155.63   [V/m] 10     [mT] 
CASO 2 29.33    [V/m] 23     [mT] 
 
Tabella (4.1): Valori del campo elettrico radiale medio in relazione all’intensità del campo 
magnetico 
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Figura (4.1): Traiettoria dell’elettrone (a) nel piano ( ),x r , (b) nel piano azimutale. I valori 
di riferimento del campo magnetico e della componente radiale media del campo elettrico 
sono riportati nella tabella (4.1) Caso 1. 
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Figura (4.2): Simulazione della traiettoria relativa al Caso 2: (c) nel paino ( ),x r , (d)  nel 
paino azimutale. 
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4.2.2 Riflessione diffusa 
Nella riflessione diffusa l’elettrone che impatta contro la parete viene 
riemesso secondo una direzione casuale verso l’interno del canale di 
accelerazione come viene mostrato in figura (4.3), mantenendo invariata la 
sua energia, cioè ( )2 2 2 2e r xm v v v constϑε = + + = . L’orientamento random del 
moto dell’elettrone è assunto uniformemente distribuito su una semisfera. 
Pertanto i valori delle componenti di velocità dopo l’urto vengono definite 
introducendo due variabili aleatorie θξ  ed ϕ  distribuite uniformemente 
negli intervalli [0  e [,1] ]0, 2π  rispettivamente. Di conseguenza dopo la 
riflessione si ha: 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1 2
1 2
1 2
2 1
2 2
2 2
r
x
v m
v m
v m
θ
ϑ
θ
ε ξ
sin
cos
θε ξ ξ ϕ
ε ξ ξ ϕ
=± −
= −
= −
                                                      (4-2) 
 
 
Elettrone incidente Diffusione dell’elettrone 
secondo una direzione 
casuale 
Figura (4.3): Schema della diffusione di un elettrone dalla parete 
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Il segno superiore ed inferiore nella (3-30.1) corrisponde all’urto 
dell’elettrone contro la parete esterna er r=  e contro quella interna . Il 
modello che abbiamo utilizzato per descrivere questa seconda tipologia 
d’interazione particella-parete può essere definito elastodiffuso.   
ir r=
Il metodo seguito per tracciare la traiettoria dell’elettrone che impatta 
contro le pareti è quello di integrare il sistema scalare di equazioni 
differenziali del moto (4-1) fino alla prima collisione contro la parete. 
Successivamente si calcolano le nuove componenti di velocità attraverso le 
(4-2) e si determina a partire da queste il moto futuro dell’elettrone. Ad ogni 
successiva collisione viene scelto una nuova coppia di variabili aleatorie Rθ  
ed η , che consentono di definire le nuove condizioni iniziali da imporre alle 
componenti del vettore velocità. Il sistema (4-1) è stato integrato 
numericamente utilizzando il metodo di Runge-Kutta del quarto ordine 
implementato mediante una procedura matlab. Il calcolo è stato eseguito 
assumendo che l’elettrone inizi il suo moto con velocità casuale, come per il 
caso della riflessione speculare,  in corrispondenza del raggio medio della 
sezione d’uscita del motore, in pratica 0 mr r=  e 0 0.0387x m= . Per la 
simulazione sono stati considerati i casi riportati in Tabella (4.1). I risultati 
sono tracciati nelle figure che seguono, in particolare le figure da (4.4) e 
(4.5) mostrano le proiezioni della traiettoria dell’elettrone nei piani ( ),x r  e 
( ,r )ϑ . Quello che si può osservare è che all’aumentare del grado di 
magnetizzazione dell’elettrone aumenta la complessità della traiettoria. 
Infatti all’aumentare del valore di 0B  aumenta la frequenza di riflessione 
della traiettoria elettronica, per l’effetto dello specchio magnetico  a causa 
della convergenza delle linee di forza di B verso la parete interna del canale. 
In questa analisi non abbiamo tenuto conto del processo di emissione 
secondaria che è conseguenza dell’urto degli elettroni contro le pareti del 
motore. 
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Anodo 
(a) 
 
 
ir  
er  
mr
(b) 
Figura (4.4): Traiettoria di un elettrone: (a) nel piano ( ),x r , (b) nel piano azimutale. La 
simulazione si riferisce al Caso 1  
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Anodo 
(c) 
 
 
mr  
ir  
er  
(d) 
Figura (4.5): Simulazione della traiettoria elettronica relativa al Caso 2: (c) nel paino 
( ),x r , (d)  nel paino azimutale. 
 87
Capitolo 4. Ruolo delle pareti nell’analisi della dinamica elettronica in un                            
HET 
4.3 Conduzione di parete 
Il moto degli elettroni soggetto all’azione incrociata dei campi elettrico 
e magnetico in motore HET è caratterizzato solo da una deriva di Hall 
( ) con una mobilità in direzione assiale assente, finché non 
intervengono disturbi a perturbare l’equilibrio della deriva azimutale. Le 
sorgenti di disturbo che condizionano la dinamica elettronica possono essere 
le collisioni elettrone-neutro o elettrone-ione, fluttuazione delle proprietà del 
plasma che inducono trasporto assiale e la diffusione degli elettroni dalle 
pareti del motore.  
∧E B
 L’influenza delle collisioni tra elettroni ed atomi neutri sul processo di 
trasporto sarà oggetto del Capitolo 5. Per quanto riguarda le fluttuazioni 
delle proprietà del plasma, soprattutto della componente azimutale del 
campo elettrico [5] che causano una mobilità anomala in direzione assiale la 
quale scala come 1B− , non saranno prese in considerazione in questo lavoro 
di tesi. Pertanto l’analisi delle perturbazioni che provocano un moto di deriva 
assiale si concentrano sull’interazione tra gli elettroni e le pareti dielettriche 
del propulsore. 
Come è stato anticipato nell’introduzione il concetto di NWC è stato 
proposto dal professor Morozov. Nel suo primo modello considera un semi-
spazio contenete del plasma e delimitato da un parete piana. Il plasma viene 
assunto non collisionale e confinato da un campo magnetico uniforme 
perpendicolare alla parete piana. Il plasma a sua volte  è soggetto anche ad 
un campo elettrico parallelo alla parete in modo che il moto degli elettroni 
sia caratterizzato da un deriva trocoidale normale a due campi applicati e da 
un moto parallelo alle linee di forza del campo magnetico. Nella regione 
prossima alla parete il moto può causare l’impatto dell’ elettrone con la 
parete stessa e la sua successiva emissione casuale dovuta alla funzione di 
distribuzione delle velocità. Il risultato principale che è stato ottenuto da 
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Morozov è stato quello di individuare l’esistenza di un picco della densità 
assiale di corrente in prossimità della parete dovuto proprio alla NWC. 
Il modello sviluppato dal fisico russo si basa sull’assunzione di campi 
uniformi e di geometria piana, mentre l’analisi, che viene presentata in 
questo paragrafo, tiene conto sia degli effetti di curvature indotti dalla 
geometria cilindrica del motore ad effetto Hall che della non uniformità 
radiale del campo magnetico calcolato in una geometria assialsimmetrica. 
Infatti in base alla legge di conservazione del flusso magnetico attraverso 
ogni superficie chiusa si ha 1rB r
−∝ . Di conseguenza il comportamento 
degli elettroni in prossimità delle parti è differente. Gli elettroni nelle 
vicinanze della parete inferiore sono caratterizzati da una velocità assiale e 
quindi da una densità di corrente più bassa di quelli vicino alla parete 
superiore a causa del maggiore confinamento. Un altro effetto importante 
che modifica il comportamento degli elettroni vicino alle pareti è la presenza 
della componente radiale del campo elettrico.  
L’analisi della conduttività di parete e della conduzione di parete 
asimmetrica (CPA) in un HET si basa sul metodo Monte Carlo sviluppato in 
[6]. Si assume che il modello sia assialsimmetrico e stazionario in modo da 
eliminare eventuali fluttuazioni azimutali dei campi applicati e che non siano 
presenti guaine in prossimità delle pareti. Inoltre si ipotizza che il campo 
magnetico applicato abbia solo componente radiale data dalla (3-13). 
L’equazione del moto per un singolo elettrone è rappresentata dall’equazione 
di Lorentz (3-1) che scomposta nel sistema di riferimento cilindrico del 
motore assume la forma (4-3): 
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( )
2
r r
e
r
r x
e
x z
e
r
v ev E
r m
v v ev B
r m
ev E B
m
r v
ϕ
ϑ
ϑ
r
v
vϑ
⎧ = −⎪⎪⎪ = −⎪⎨⎪⎪ =− −⎪⎪ =⎩
?
?
?
?
                                                                      (4-3) 
Il sistema differenziale è risolto per via numerica calcolando il movimento di 
ciascun elettrone emesso dalle pareti. A sua volta la conoscenza della 
balistica di ogni singolo elettrone diffuso consente di calcolare 
statisticamente la velocità media assiale e di conseguenza la densità di 
corrente.  
Il vettore velocità iniziale  nel sistema di riferimento del propulsore 
è rappresentato in figura (4.6). Le componenti di  relative alle pareti 
interna ed esterna possono essere rispettivamente scritte: 
0v
0v
( )0 0 cos sin cos sin sinin r xv ϑθ θ ϕ θ ϕ= + +v e e e
( )e
                               (4-4) 
0 0 cos sin cos sin sinext r xv ϑθ θ ϕ θ ϕ= − + +v e e                            (4-5) 
dove θ  rappresenta l’anglo formato tra il vettore  e il campo magnetico 0v
r rB=B e  e ϕ  è il complementare dell’l’anglo formato tra la componete 
assiale del campo elettrico e la componente di  normale al campo 
magnetico. 
0v
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θ  
ϕ
0rv  
0vϑ  
r  
ϑ  
0v  
0xv  
x
Figura (4.6): Rappresentazione del vettore velocità iniziale dell’elettrone nel sistema di 
coordinate ( )  , ,r xϑ
 
Si assume inoltre che la funzione di distribuzione delle velocità iniziali 
degli elettroni emessi dalle pareti sia maxwelliana e che l’anglo di diffusione 
sia isotropo. Pertanto si ha: 
 ( )
3 2 2
0
0 exp2 2
e e
e e
m mf v
T Tπκ κ
⎛ ⎞ ⎛=⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝
v ⎞− ⎟⎠
                                                   (4-6) 
Le densità di distribuzione degli angoli θ  e ϕ  sono date dalle relazioni: 
( ) 1
2
p ϕ π=                                                                                      (4-7) 
( ) sinp θ θ=                                                                                     (4-8) 
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Questo implica che le corrispondenti cumulative per il modulo di  e per i 
due angoli sono: 
0v
0 lntv v sξ= −                                                                                 (4-9) 
 [0, 2
2ϕ
ϕξ ϕ ]ππ= ∈                                                     (4-10) 
1 cos 0,
2θ
πξ θ θ ⎡ ⎤= − ∈⎢ ⎥⎣ ⎦                                                    (4-11)    
dove  è la velocità termica degli elettroni diffusi ed i termini tv sξ , ϕξ  e θξ  
sono tre numeri casuali uniformemente distribuiti nell’intervallo [ ]0,1 . Per 
ogni elettrone emesso in modo random dalle pareti, è possibile attraverso le 
equazioni (4-8), (4-9) e (4-10) calcolare le componenti della velocità iniziale 
, il risultato che si ottiene è uguale alle equazioni (4-2). Pertanto 
note le condizioni iniziali è possibile ottenere la distribuzione radiale della 
velocità assiale risolvendo il sistema differenziale (4-3). La conoscenza della 
componete di velocità assiale 
( 0 0 0, ,rv v vϑ )x
( )x xv v r=  permette di valutare la densità di 
corrente dovuta all’effetto della NWC in corrispondenza della parete interna 
e della parete esterna del canale di accelerazione, come segue: 
( ) ( ) ( ) ( )11 1 1
11
eN
ex x x
ie
ej r ev r f v dv v r
N =Ω
= = ∑∫                                     (4-12) 
( ) ( ) ( ) ( )22 2
12
eN
ex x x
ie
e
2j r ev r f v dv v rN =Ω
= = ∑∫                                   (4-13) 
dove  ed  rappresentano rispettivamente il numero di elettroni emessi 
dalle pareti interna ed esterna del canale.  
1eN 2eN
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Le equazioni (4-12), (4-13) derivano dall’applicazione del metodo 
Monte Carlo visto come una procedura di integrazione della funzione xv  
rispetto alla funzione di distribuzione f . Questo si ottiene formalmente 
relazionando la definizione matematica di valore atteso di una funzione 
random  (che nel nostro caso corrisponde alla componete di velocità 
assiale 
g
xv ) con una legge di distribuzione , ossia F
( ) ( ) ( )I g x f x dx g x dF
Ω Ω
= =∫ ∫                                                    (4-14) 
con 
                                                                                 (4-15) ( )F f x d
Ω
= ∫ x
La funzione ( )f x  nella (4-14) è la funzione di distribuzione delle velocità 
( )f v , dove lo stato x  nello spazio delle velocità è caratterizzato dal vettore 
velocità . Se ipotizziamo che la funzione v ( )f x  sia normalizzata in Ω  
(dominio di integrazione nello spazio delle velocità) allora è possibile 
concludere che la (4-14) non rappresenta altro che la media della funzione di 
variabile casuale ( )ig x , dove ix  è una generica variabile aleatoria 
campionata nell’insieme Ω  mediante la densità di distribuzione ( )f x , in 
altre parole si ha: 
( )
1
1 N
i
i
I g x
N =
= ∑                                                                               (4-16) 
          L’esigenza di applicare una metodologia di questo genere deriva dal 
fatto che la legge della densità di distribuzione delle velocità ( )f v  non è 
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nota esplicitamente. Pertanto un campionamento casuale diretta partendo 
dalla funzione ( )f v   non è possibile [7].                  
La simulazione è stata condotta assumendo i seguenti parametri 
geometrici relativi ai raggi interno ed esterno delle pareti del canale di 
accelerazione del motore,  e 1 0.0605 [ ]r m= 2 0.086 [ ]r m= . Il valore del 
campo magnetico in corrispondenza della parete inferiore  è 1 10 [ ]rB mT= , il 
campo elettrico assiale è stato scelto pari a 410 [ ]zE V m= , infine il valore 
della componente radiale del campo elettrico corrisponde al valore relativo al 
Caso 1 in tabella (4.1). Poiché nella regione prossima alla parete elettronica 
 è dell’ordine degli , nei nostri calcoli useremo eTκ eV [ ]1eT eVκ = . In base 
a tali ipotesi viene calcolato l’andamento della velocità assiale del singolo 
elettrone emesso dalla parte interna (o dalla parete esterna). La densità di 
corrente si calcola come in (4-12) o (4-13), facendo la media delle velocità 
assiali degli elettroni diffusi dalle pareti. Il risultato che si ottiene è riportato 
nella figura (4.7). Come si può osservare la conduzione di corrente è molto 
più pronunciata in prossimità della parete esterna rispetto a quella in 
corrispondenza della parete interna. Le ragioni del comportamento 
asimmetrico della conduzione di parete sono la presenza della componente 
radiale del campo elettrico, l’esistenza di un gradiente radiale del campo 
magnetico e gli effetti anulari (cioè gli effetti indotti dalla geometria curva 
del dominio di simulazione). Infatti come è stato dimostrato dal professor 
Da-Ren Yu [7] il rapporto tra i picchi di densità di corrente assiale, relativi 
rispettivamente alla parete esterna ed interna, è approssimativamente uguale 
al rapporto dei raggi delle pareti, ossia: 
2
1
2.6 1.3
1.9
ex
ex
j
j
= ≈                                                                             (4-17) 
mentre  
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Figura (4.7): Andamento delle densità di corrente  
 
2
1
0.086 1.4
0.0605
r
r
= ≈                                                                          (4-18) 
Perciò è possibile scrivere la seguente relazione: 
2 2
1 1
ex
ex
j r
j r
≈                                                                                         (4-19) 
 
4.4 Analisi del meccanismo fisico della CPA   
Per spiegare il differente comportamento della conduzione di corrente 
in prossimità delle pareti del motore, partiamo dall’assunzione che i campi 
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elettrico   e magnetico B , applicati dall’esterno, abbiano rispettivamente 
solo componente assiale per quanto riguarda il campo elettrico e solo 
componete radiale per quanto riguarda il campo magnetico [5]. La presenza 
delle guaine in prossimità delle pareti è stata trascurata e gli effetti anulari 
sono stati imputati esclusivamente al campo magnetico, la cui unica 
componete, quella radiale, infatti è proporzionale al reciproco del raggio, 
vale a dire 
E
0 0rB B r r=  (analogamente al modello proposto nel Paragrafo 
4.3), dove 0B  si riferisce al valore del campo magnetico valutato in 
corrispondenza del raggio  (  è il raggio della parete interna). In base 
a queste ipotesi la dinamica di un singolo elettrone ubbidisce al seguente 
sistema di equazioni differenziali del moto 1D-3V nello spazio delle fasi: 
0 1r r= 1r
( )
0r
r x
e
x z
e
r
v
ev B v
m
ev E B
m
r v
ϑ
rvϑ
=⎧⎪⎪ = −⎪⎨⎪ =− −⎪⎪ =⎩
?
?
?
?
                                                                    (4-20) 
Il calcolo del movimento degli elettroni emessi dalle pareti, e 
conseguentemente della velocità assiale, è stato ottenuto applicando il 
metodo MC, seguendo la stessa metodologia esposta nel Paragrafo 4.4. Il 
risultato della simulazione ottenuta dal fisico cinese è riportata nella figura 
(4.7).  
 96 
Capitolo 4. Ruolo delle pareti nell’analisi della dinamica elettronica in un                            
HET 
 
Figura (4.8): Andamento della densità dio corrente calcolata con il modello di Da-Ren Yu 
(linea a tratto continuo), confrontata con la densità di corrente ottenuta da misurazioni 
sperimentali (linea tratteggiata). Nella figura ripresa da [6] la coordinata assiale è indicata 
con la lettera , mentre nella nostra trattazione viene indicata con la lettera z x . 
I due picchi di densità di corrente localizzati in prossimità delle pareti 
sono causati dalla NWC, cioè dal processo di diffusione degli elettroni 
emessi dalle pareti del canale di accelerazione, come abbiamo descritto nel 
paragrafo precedente. Il meccanismo fisico della CPA viene giustificato 
partendo dal seguente ragionamento: se si instaura una deriva di Hall 
( ) nel canale allora l’elettrone ciclotrona attorno alle linee di forza del 
campo magnetico con una velocità media ed una posizione assiale che non 
cambiano durante un periodo di Larmor. Solo se l’elettrone viene diffuso 
dalla parete del canale e perde perciò il suo moto di deriva azimutale, può 
essere accelerato dal campo elettrico assiale per il tempo necessario a 
ripristinare la deriva di Hall. Durante questo tempo, che corrisponde   
∧E B
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all’incirca alla metà del periodo di Larmor, l’elettrone si muove verso 
l’anodo, incrementando la sua velocità assiale, e contemporaneamente  
partecipa alla conduzione di corrente. In questo intervallo temporale 
ct π ωΔ = , con cω  la frequenza di ciclotrone, la variazione di velocità assiale 
che contribuisce alla densità di corrente può essere scritta nel seguente 
modo: 
0
0
x x x
ex
e e c e
eE eE eE rv t
m m m B
rπωΔ ≈ Δ = =                                              (4-21) 
Tenendo presente che valgono le seguenti relazioni 2 1 1x xE E =  e 
( ) ( )2 1 0 0 2 0 0 1 1r rB B B r r B r r r r= 2= , si deduce attraverso la (4-21) che il 
rapporto tra le variazioni di velocità in corrispondenza delle pareti è 
approssimativamente uguale al rapporto tra i raggi delle pareti del canale, 
cioè: 
2 2
1 1
ex
ex
v r
v r
Δ ≈Δ                                                                                       (4-22) 
Questo risultato è confermato anche dall’andamento della velocità  di un 
elettrone emesso dalla parete interna (o dalla parete esterna). Infatti il 
cambiamento della velocità assiale nello spazio delle fasi non è monotono 
sia se l’elettrone diffonde dalla parete interna sia se l’emissione casuale 
avviene dalla parete superiore, come si può osservare nelle figure (4.8). Il 
rapporto tra le variazione di velocità  in corrispondenza delle due pareti,                                         
in un semi giro dell’orbita trocoidale, vale : 
exv
exv
    ( ) ( )6 62 1 1.75 10 1.02 10 1.72ex exv vΔ Δ ≈ × × =                             (4-23) 
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Figura(4.9): Traiettoria nello spazio delle fasi del moto assiale delle elettrone diffuso dalla 
parete interna 
 
Figura(4.10): Traiettoria nello spazio delle fasi del moto assiale delle elettrone diffuso dalla 
parete esterna 
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A sua volta il rapporto tra i raggi delle pareti è 2 1 0.036 0.020 1.8r r ≈ = 1.  
Dalla discussione fatta sopra deduciamo che, poiché il canale di 
accelerazione di motore HET è circolare, il campo magnetico sulla parete 
inferiore è più intenso di quello sulla parete superore. Perciò il confinamento 
magnetico degli elettroni in prossimità della parete interna è migliore di 
quello in prossimità della parete esterna. Conseguentemente l’effetto della 
diffusione casuale, e quindi della NWC nei pressi della parte interna, è più 
debole di quello in corrispondenza della parete esterna. In altre parole 
l’effetto della conduzione di parete è inversamente proporzionale 
all’intensità del campo magnetico, cioè direttamente proporzionale al raggio.  
 
4.5 Influenza del campo elettrico radiale e della curvatura 
della geometria sulla NWC 
Il modello proposto nel riferimento [6] parte da ipotesi riguardanti 
l’assenza di forze di natura elettrostatica lungo il raggio del canale di 
accelerazione e di azioni dinamiche indotte dalla curvatura della geometria 
del canale stesso. Se invece teniamo conto di questi due effetti aggiuntivi, il 
risultato che si ottiene in termini di andamento delle velocità assiali in 
corrispondenza delle pareti interna ed esterna è rappresentato nelle figure 
(4.10). Confrontando gli andamenti relativi a i due approcci, il che equivale a 
confrontare le soluzioni ottenute dall’integrazione dei due sistemi 
differenziali (4-3) e (4-20), emerge che i picchi di velocità assiale presentano  
 
                                                 
1 Il valori numerici relativi alle grandezze fisiche e geometriche sono quelli utilizzati 
nel riferimento [6] 
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Parete Esterna
 
Parete Interna
Figura (4.11): Profilo radiale della velocità assiale media in corrispondenza delle pareti 
esterna (figura in alto) ed interna (figura in basso).  
 101
Capitolo 4. Ruolo delle pareti nell’analisi della dinamica elettronica in un                            
HET 
un valore più alto nel caso semplificato, cioè quello sviluppato dal fisico 
cinese, rispetto a quello in cui si considerano sia gli effetti elettrostatici (cioè 
quelli dovuti alla presenza delle guaine ed del campo elettrico in direzione 
radiale) che quelli anulari (curvatura della geometria). Si osserva quindi che 
la diffusione assiale indotta dalla NWC subisce una diminuzione quando il 
moto radiale degli elettroni è influenzato dal campo elettrico radiale e dalla 
geometria, (cfr. figura (4.11)).  
 
 
 
(a) 
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(b) 
Figura (4.12): Confronto tra la velocità medie assiali in corrispondenza delle pareti esterna 
grafico (a) ed interna grafico (b), relative al modello di Da-Ren Yu (curva blu)  e quella 
ottenuta tenendo conto degli effetti indotti dalla forza elettrostatica radiale e dalla curvatura 
dello spazio (curva rossa) 
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Capitolo 5 
Simulazione Monte Carlo della dinamica 
degli elettroni 
5.1 Introduzione 
Lo studio della dinamica collisionale degli elettroni in un HET, per 
determinare le grandezze medie di questa popolazione di particelle quali la 
velocità di deriva e l’energia media, nonché grandezze microscopiche quali 
funzione di distribuzione delle energie, può essere affrontato numericamente 
risolvendo direttamente l’equazione integro-differnziale di Boltzmann [1,2], 
oppure bypassando il complicato formalismo matematico, simulando il 
fenomeno fisico rappresentato dai termini di tale  equazione, attraverso il 
metodo Monte Carlo (MC). In particolare questo metodo considera 
l’interazione degli elettroni con le altre specie presenti nel motore come un 
evento probabilistico piuttosto che deterministico, infatti il problema del 
trasporto elettronico è interpretato come un “gioco di scelte” tali da 
riprodurre gli aspetti stocastici del processo reale. 
 L’idea di usare numeri casuali per calcolare quantità deterministiche 
va attribuita ai matematici J. Von Neumnann e S.Ulam nell’ambito del loro 
ricerche condotte a Los Alamos nella prima metà degli anni ’40 sui processi 
di diffusione ed assorbimento dei neutrini nei materiali fissili. 
Il metodo di simulazione Monte Carlo è diventato uno strumento 
fondamentale per affrontare problemi di dinamica dei gas rarefatti e di 
trasporto nei plasmi, e a tal proposito bisogna ricordare il lavoro del 
professor Bird [3], che per primo ha scritto un algoritmo basto sul metodo 
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MC per simulare la dinamica molecolare in modo da valutare le 
caratteristiche macroscopiche di un flusso di un gas rarefatto attorno ad un 
corpo. Un esempio di applicazione di questo metodo, il quale è noto nella 
letteratura anglosassone col nome Direct Simulation Monte Carlo Method 
(DSMC), è lo studio della gasdinamica di un veicolo spaziale nella fase di 
rientro, oppure lo studio dei flussi in regime rarefatta nei condotti [4].  
In questo capitolo analizzeremo il metodo MC applicato allo studio 
delle proprietà di trasporto elettronico in un HET e descriveremo l’algoritmo 
che implementa tale metodo.  
 
5.2 Metodo Monte Carlo 
Il metodo Monte Carlo è uno strumento semplice per risolvere il 
problema del trasporto degli elettroni e degli ioni in un plasma. Questo 
metodo simula il moto di uno sciame di particelle cariche soggette all’azione 
di un campo forza elettromagnetico, durante il quale le interazioni tra le 
specie presenti, che hanno un natura non deterministica a causa del loro 
enorme numero, vengono riprodotte attraverso un processo di 
campionamento casuale. In altre parole l’evento stocastico, ad esempio l’urto 
tra un elettrone ed un atomo neutro, è introdotto attraverso un numero 
casuale, che viene estratto da una particolare funzione densità di probabilità, 
Pertanto nel caso della determinazione delle traiettorie degli elettroni in un 
motore HET, nel quale la dinamica delle particelle cariche negativamente è 
influenzata dall’interazione con i neutri e con le pareti del propulsore (per 
quanto riguarda l’interazione con le pareti rimandiamo al Capitolo 4), il 
metodo MC ci permette di calcolare il moto di queste particelle, 
campionando le proprietà microscopiche (funzione di distribuzione) da cui 
trarre le informazioni sulle grandezze macroscopiche (velocità di deriva, 
energia media, frequenza di collisione).   
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Il metodo MC si basa sul calcolo di una quantità denominata tempo di 
volo libero freeτ  tra due collisioni successive  che coinvolgono una particella 
test ed il mezzo attraversato, cioè il plasma (contenuto nel motore ad effetto 
Hall). Questo tempo è computato generando un insieme uniforme di numeri 
casuali attraverso un’appropriata distribuzione intesa a simulare il processo 
fisico di fondo. L’insieme dei numeri casuali viene calcolato ricorrendo al 
seguente teorema derivante dalla teoria delle probabilità [5]: se iy  è un 
variabile aleatoria appartenete all’intervallo [ ],a b  ed avente densità di 
distribuzione ( )f x  continua, la variabile aleatoria cumulativa iξ  
uniformemente distribuita in [ ]0,1  è  data dalla seguente relazione: 
( ) ( ) ( )iy bi ia aF y f x dx f x dxξ= =∫ ∫                                                    (5-1) 
Calcolando l’integrale, l’equazione (5-1) diventa un equazione nella sola 
variabile iy , in altre parole è possibile invertire la (5-1) ottenendo la 
seguente relazione per  iy : 
( )1iy F iξ−=                                                                                       (5-2) 
Nel nostro caso la variabile iy  coincide con freeτ . 
 
5.3 Natura delle collisioni 
Il plasma presente nel motore ad effetto Hall è parzialmente ionizzato, 
di conseguenza le specie esistenti: elettroni, ioni e atomi neutri interagiscono 
secondo processi collisionale di varia natura. Tra particelle cariche si 
sviluppano collisioni di tipo Colombiano, mentre tra elettroni e neutri l’urto 
è di tipo diffusivo. Bisogna inoltre considerare anche l’interazione tra le 
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particelle cariche e le pareti che gioca un ruolo chiave nella comprensione 
del trasporto anomalo nei motori ad effetto Hall. Le collisioni Colombiane in 
un HET possono essere ritenute trascurabili rispetto a quelle elettrone-
neutro, perché la corrispondente frequenza di collisione è un ordine di 
grandezza inferiore rispetto alla frequenza di collisone elettrone-neutro in 
relazione ai tipici valori oprativi in motore ad effetto Hall (cfr. Tabella (5.1). 
Comunque una descrizione esauriente di questo tipi interazione in un motore 
HET ritrova in [6]. 
Un ulteriore fenomeno collisionale da prendere in considerazione per 
avere una descrizione fisica completa dei processi di interazione che 
riguardano le particelle cariche in un HET è quello della ricombinazione. 
Questo particolare tipo di processo collisionale ha luogo esclusivamente in 
presenza di tre corpi: una coppia elettrone-ione ed un terzo corpo che assorbe 
l’eccesso di energia derivante dalla combinazione del elettrone con lo ione. 
Questo fenomeno è significativo a basse energie elettroniche, molto minori 
dell’energia di ionizzazione, quando il tempo di interazione elettrone-ione è 
sufficientemente lungo. 
Concludiamo questa breve descrizione dei processi collisionale 
riassumendo  nella Tabella (5.1) le interazioni che coinvolgono le varie 
specie presenti in un HET.    
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Tabella (5.1): Tipi di collisioni in un HET. In grigio sono evidenziate le collisione incluse 
nella simulazione.  
 
5.4 Campionamento del tempo di volo libero 
Il tempo necessario alla successiva collisione tra elettrone ed un neutro 
viene calcolato sfruttando la frequenza di collisione, la quale è funzione della 
velocità dell’elettrone. Infatti, la probabilità che un elettrone collida con un 
atomo neutro nel tempo  [7] è: tΔ
totP tν= Δ                                                                                           (5-3) 
dove totν  è la frequenza di collisione totale data dalla seguente relazione: 
( )2tot a tot
e
n
m
εν σ ε=                                                                           (5-4) 
Nella quale,  indica la densità numerica dei neutri, an ε  è l’energia di un 
elettrone, mentre totσ  rappresenta la sezione d’urto totale funzione 
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dell’energia dell’elettrone. Inoltre totσ  è la somma delle sezioni d’urto 
rappresentative di ciascun evento collisionale, in altre parole si ha: 
1
K
tot k
k
σ σ
=
=∑                                                                                        (5-5) 
Dove per l'appunto kσ  rappresenta la sezione d’urto del k -esimo processo 
collisionale e K  è il numero dei processi collisionale che vengono introdotti 
per modellizzare il particolare problema. Bisogna inoltre notare che totν  è 
funzione del tempo, essendo l’energia stessa funzione del tempo. Pertanto 
supponiamo che si verifichi un urto nell’intervallo temporale ( )0, t t+Δ , la 
probabilità ( )Q t t+Δ  che un elettrone iniziando il  moto all’istante  
trascorra un tempo t  senza subire un urto, si determina come probabilità 
composta, cioè come prodotto tra la probabilità di non registrare nessun 
evento collisionale fino al tempo t  e la probabilità che non venga registrato 
nessun altro urto in , cioè:     
0t =
t
)
)
Δ
)
+ Δ
( ,t t t+ Δ
( ) ( ) ( )(1 totQ t t Q t t tν+ Δ = − Δ                                                         (5-5) 
dove  è la probabilità che non si verifichi un urto nell’intervallo 
. Se si passa al limite per 
( )1 tot t tν−
( ,t t t+ Δ tΔ  tendente a zero la (5-5) diventa un 
equazione differenziale nell’incognita ( )Q t , ossia: 
( ) ( ) ( )totQ t t Q tν=−                                                                          (5-6) 
L’integrale della (4-6) è: 
( ) ( )
0
exp
t
totQ t t dtν⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫                                                                 (5-7) 
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Sia T  il tempo di arrivo di un evento collisionale, la probabilità di arrivo di 
almeno un evento in (  è data: )
1 t
0, t
{ } ( ) ( ) ( )
0
0
t
P T t F t f t dt Q≤ ≤ ≡ = = −∫                                        (5-8) 
La (5-8) consente, nota la funzione densità di probabilità ( )f t , di 
determinare il tempo di volo libero freeτ  da associare a ciascun elettrone.  La 
soluzione di questo problema richiede il ricorso ad un metodo numerico per 
calcolare l’integrale nella (5-7).  Questo procedimento comporta però una 
spesa in termini di tempo di calcolo, a meno che totν  non sia costante; se così 
fosse si semplificherebbero notevolmente i calcoli consentendoci di ricavare 
una distribuzione  di tipo poissoniano( )Q t 1. Per ovviare a questo problema, 
e quindi ottenere un’espressione analitica per  ( )Q t , è possibile ricorre al 
metodo di Skullerud [8, 9] che si basa sull’introduzione di una frequenza di 
                                                 
1 Una processo stocastico obbedisce alla legge di Poisson se la distribuzione di 
probabilità, cioè la sorgente del processo genera eventi  
a) discreti, in modo tale i che in un intervallo infinitesimo di tempo  si 
generi al più un eventi; 
dt
b) con probabilità per unità di tempo λ  costante ed uguale per tutti gli eventi 
generati. Questa probabilità di dimensioni 1s−⎡ ⎤⎣ ⎦ , rappresenta la frequenza 
di emissione per unità di tempo (ad esempio il numero di eventi in un 
secondo). Questa proprietà implica che il numero medio di eventi contati in 
un intervallo di pende solo dalla larghezza dell’intervallo e non dalla sua 
posizione lungo l’asse dei tempi; 
c) indipendenti tra loro. In altre parole, il conteggio degli eventi in intervalli di 
tempo disgiunti sono variabili aleatorie indipendenti. 
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collisione fittizia denominata frequenza di collisione nulla nullν  (in letteratura 
anglosassone indicata come null collision frequency), la quale permette di 
massimizzare la frequenza totale di collisione rendendola costante per ogni 
, in altre parole si ottiene [9]: t
( )
lim
1 2
,0
2max a k tot null
ke
r V
n
mε ε
εν σ ε ν ν∈ ≤ ≤
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟′= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ +                               (5-9) 
 
ν ′  ⎫⎬⎭  
1 2 ... kν ν ν+ + +  
Collisione Nulla  
⎫⎬⎭
⎫⎬⎭
 
Collisione di Tipo 1 
 Collisione di Tipo 2 1 2ν ν+  
1ν  
ε  iε  
Figura (5.1): L’aggiunta del processo di collisione nulla determina una frequenza di 
collisione totale ν ′ costante su tutto lo spettro di energia. 
 
Questo evento collisionale è definito dalla seguente condizione: 
? la velocità dell’elettrone non cambia durante un collisione nulla 
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Sostituendo la (5-9) nella (5-7) possiamo ottenere un’espressione in forma 
chiusa della probabilità ( )Q t , ossia: 
( ) tQ t e ν ′−=                                                                                       (4-10) 
Pertanto attraverso la (5-8) si arriva alla seguente formula per la funzione 
densità di probabilità ( )f t : 
( ) tf t e νν ′−′=                                                                                    (5-11) 
La (5-11) attraverso la (5-1) permette di associare ad ogni elettrone un tempo 
di volo libero definito dalla seguente relazione: 
1 lnfree cRτ ν=− ′                                                                                (5-12) 
dove cR  è un numero random uniformemente distribuito nell’intervallo 
.  [ ]0,1
 
5.5 Caratterizzazione del processo collisionale 
A questo punto, noto il tempo trascorso prima che avvenga la 
collisione successiva, bisogna valutare gli effetti di questa interazione sulla 
traiettoria dell’elettrone. Questo significa ricavare i vettori posizione e 
velocità dopo l’urto. Per fare ciò è necessario caratterizzare l’evento 
collisionale, cioè stabilire se la collisione ha provocata o meno una perdita di 
energia (urto elastica oppure anelatico). 
La scelta tra varie alternative possibili consiste nell’estrarre un nuovo 
numero casuale 1ξ  e confrontarlo con la probabilità che caratterizza ciascun 
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evento, la quale è data dal rapporto kν ν ′  ( kν  indica la frequenza del 
particolare evento collisionale, ad esempio urto di ionizzazione oppure di 
diffusione elastica).; in altre parole la variabile 1ξ  viene generata 
suddividendo l’intervallo [ ]0,1  in  segmenti di lunghezza n 1 2, ,..., kp p p  
(con k kp ν ν ′= ) come si può vedere nella figura (5.2), il sottointervallo 
entro cui cade la variabile casuale individua l’evento che si genera. Pertanto 
la probabilità che un numero casuale uniformemente distribuito 10 1ξ≤ ≤  
cada in un particolare intervallo è esattamente pari alla lunghezza 
dell’intervallo. Analiticamente questa scelta casuale è formalizzata nel 
seguente modo: 
1
1
1 1
n n
k
k k
kν νξν ν
−
= =
< <′∑ ∑ ′                                                                          (5-13) 
 
 
1p  1 2p p+  1 2 ... k 1p p p −+ + +  
0  1 
 1ξ  collisione di tipo k − 1 
Figura (5.2) 
 
La direzione del vettore velocità dell’elettrone dopo una collisione è 
considerata statisticamente isotropa, cioè non correlata con la direzione di 
impatto dell’elettrone con il bersaglio. Questo equivale ad assumere un 
modello collisionale a sfere rigide, come si può osservare nella figura (5.3). 
Di conseguenza la probabilità ( )p dΩ Ω  per l’orientamento della velocità 
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sulla sfera unitaria2 (vedi Figura (3.13)) di trovarsi entro l’angolo solido  
è data da: 
dΩ
( ) ( ) ( )
4 4
d sen d dp d p d q dθ θ ϕ ϕ ϕ θ θπ π
ΩΩ Ω= = =                           (5-14) 
Nella (5-14) le probabilità ( )p dϕ ϕ  e ( )q dθ θ  che la direzione della 
velocità si trovi nell’intervallo [ ], dϕ ϕ ϕ+  qualunque sia θ  e nell’intervallo 
[ ], dθ θ θ+  qualunque sia ϕ , sono date dalle rispettive densità marginali3: 
                                                 
2 La valutazione dell’orientamento dell’vettore velocità, immediatamente dopo un 
urto, riprende lo stesso metodo adottato nel Capitolo 3 per determinare l’orientamento della 
velocità iniziale degli elettroni immessi nel motore.    
3 Se X e Y sono due variabili aleatorie con densità di probabilità ed ( ),p x y A  è un 
intervallo dell’asse reale, la densità marginale ( )Xp x  è definita dalla relazione: 
{ } ( ) ( ),XA AP X A p x dx dx p x y dy+∞−∞∈ ≡ =∫ ∫ ∫  
da cui: 
( ) ( ),Xp x p x y dy+∞−∞= ∫  
La densità marginale  di si ottiene dalla formula precedente scambiando ( )Yp y y x  con y .  
Le densità marginali danno la probabilità di eventi del tipo { }X A∈ per ogni valore di Y  (e 
viceversa); esse rappresentano pertanto le densità di probabilità monodimensionali delle 
variabili X e Y . 
 
 
 
 115
Capitolo 5. Simulazione Monte Carlo della dinamica degli elettroni 
 
( )
0
1 1
4 2
p d d sen d d
πϕ ϕ ϕ θ θ ϕπ π= =∫                                            (5-15) 
( ) 2
0
1
4 2
senq d sen d d d
π θθ θ θ θ ϕπ= =∫ θ                                         (5-16) 
Le cumulative corrispondenti a queste densità sono: 
( )2 2P
ϕξ ϕ π= =                                                                               (5-17) 
( ) ( )3 1 cos2Q
θξ θ −= =                                                                    (5-18) 
e le formule per la generazione casuale di ϕ  e di θ  risultano infine: 
(
2
1
3
2
cos 1 2
ϕ πξ
)θ ξ−
=⎧⎪⎨ = −⎪⎩
                                                                         (5-19)  
 
ϑ  
Figura (5.3): Modello a sfere rigide dove D rappresenta il parametro di impatto e ϑ  è 
l’anglo di diffusione. 
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La velocità e l’energia cinetica dell’elettrone dopo l’arrivo di un 
evento collisionale si ottengono dalle leggi di conservazione della quantità di 
moto e dell’energia totale, scritte rispetto al sistema di riferimento inerziale 
centrato sull’asse del propulsore, cioè: 
e e a a e e a am m m m′ ′+ = +v v v v                                                             (5-20) 
2 2 2 2
2 2 2 2
e a e a
e a e av v v v
m m m m ε′ ′+ = + + Δ
m m
                                              (5-21)    
dove  e  indicano le masse dell’elettrone e dell’atomo neutro. Come si 
può osservare nella (5-20) la quantità di moto totale si conserva durante un 
urto. Nella (5-21) il primo membro rappresenta l’energia cinetica del sistema 
binario costituito da un elettrone e da un atomo neutro
e a
4, uniche specie che 
partecipano al reale processo collisionale, mentre il secondo membro indica 
l’energia cinetica immediatamente dopo l’urto, alla quale è stato aggiunto il 
contributo energetico εΔ , che  rappresenta la perdita di energia conseguente  
all’impatto. Ora per riuscire ad ottenere un’espressione che determini il 
valore postcollisionale della velocità e di conseguenza dell’energia in 
funzione dei relativi valori precollisionali è conveniente scrivere le equazioni 
di bilancio nel sistema di riferimento baricentrico. Le coordinate del centro 
di massa sono note in funzione delle coordinate dell’elettrone e dell’atomo 
neutro: 
0
e a
e am m
= +
er m m+ ar r
                                                
                                                                              (5-22) 
 
4 L’analisi che abbiamo condotto per studiare il processo collisionale non tiene conto 
dell’interazione di più di due particelle. 
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dove  e  indicano i vettori posizione dell’elettrone e del neutro rispetto 
al sistema di riferimento del propulsore. La velocità del centro di massa è 
data da: 
er ar
G e e a
G
e a
d m m
dt m m
+= = +
r vv av                                                                  (5-23) 
Come si può osservare la velocità del baricentro rimane costante come 
conseguenza della legge di conservazione della quantità di moto totale. 
Pertanto è possibile scegliere un sistema di riferimento inerziale baricentrico 
in cui il centro di tale sistema è a riposo, cioè in cui 0G =v . Questo permette       
di poter relazionare le velocità delle due specie coinvolte utilizzando la         
(5-23)  infatti si ha. 
                                                                           (5-24) 0 0 0e e a am m+v v =
da segue: 
0
a
e
e
m
m
=−v av
0
                                                                                  (5-25) 
 A sua volta possiamo esprimere queste due velocità in termini di un unico 
vettore velocità, cioè il vettore velocità relativa definito nel seguente modo: 
0r e a e a= − = −v v v v v                                                                    (5-26) 
Sostituendo la (5-25) nella (5-26) si ottiene: 
0
0
a r
e
a e
e r
a
a e
m
m m
m
m m
⎧ =⎪ +⎪⎨⎪ =−⎪ +⎩
vv
vv
                                                                            (5-27) 
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Di conseguenza il moto delle particelle coinvolte nel processo collisionale è 
completamente determinato un volta nota la velocità del centro di massa e la 
velocità del moto relativo; infatti si ha: 
0 0 0
0 0 0
a r
e e
a e
e r
a a
a e
m
m m
m
m m
⎧ = + = +⎪ +⎪⎨⎪ = + = −⎪ +⎩
vv v v v
vv v v v
                                                        (5-28) 
Attraverso la (5-28) è ora possibile determinare l’espressione dell’energia 
cinetica totale in termini delle velocità  e , ossia: 0v v
2
2 2 2
2 2 2
e a e a r
e a G
m m m m vv v v μ+⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟⎝ ⎠ 2                                             (5-29) 
Nel secondo membro della (4.29) il primo termine rappresenta l’energia 
cinetica del centro di massa mentre il secondo l’energia cinetica del moto 
relativo. La quantità ( )e a e am m m mμ = + è chiamata massa ridotta. Usando 
l’equazione (5-29) possiamo scrivere la legge di conservazione dell’energia 
per un processo collisionale: 
 
2 2
2 2
2 2 2 2
e a e ar
G G
m m m mvv v rvμ μ ′+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′+ = + + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ε                     (5-30) 
Dato che la velocità del centro di massa si conserva durante un urto l’energia 
corrispondente rimane invariata, possiamo quindi scrivere: 
2 2
2 2
v vμ μ ′ ε= + Δ                                                                            (5-31) 
A questo punto introduciamo la seguente ipotesi semplificativa: poiché gli 
elettroni si muovono molto più rapidamente dei neutri possiamo assumere 
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che questi ultimi siano privi di moto, cioè porre 0a =v . Inoltre essendo 
 la massa ridotta può essere approssimata con la massa 
dell’elettrone: 
am m e
emμ ≈                                                                                             (5-32) 
Pertanto la (5-30) in base all’ipotesi fatta sopra e alla (5-31) si semplifica 
nella seguente forma:  
ε ε′= − Δε                                                                                       (5-33) 
Nella (5-33) ε  indica l’energia cinetica dell’elettrone immediatamente prima 
dell’urto eε′  l’energia cinetica subito dopo l’urto, εΔ  è stato definito a 
pagina 51.  
Nel caso di collisione elastica 0εΔ = . Se il processo collisionale è 
anelastico, vale a dire l’elettrone nell’urto con l’atomo neutro trasmette 
un’energia in grado o di eccitarlo o di ionizzarlo (in questa trattazione viene 
preso in esame solo il fenomeno della ionizzazione primaria), l’energia 
cinetica dell’elettrone dopo l’evento collisionale, sarà data da: 
( )excε ε ε ε′= − ≡ Δ                                                                           (5-34)                                  
nel caso in cui si verifichi un evento di eccitazione, con excε  il livello di 
energia di eccitazione del neutro. Se invece l’urto determina la ionizzazione 
dell’atomo neutro, tenendo presente che la collisione può essere 
rappresentata nel seguente modo:  
( ) ( ) ( )1 1 2e A e eε ε ε A+′ ′′+ → + +                                                    (5-35) 
 la legge di conservazione dell’energia diventa [7, 11]:  
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iε ε ε ε′ ′′+ = −                                                                                 (5-36) 
Il simbolo  che compare nella (5-35) indica lo ione che si viene a formare 
a causa della ionizzazione dell’atomo neutro. Nella (5-36) 
A+
ε ′′ è l’energia 
cinetica dell’elettrone secondario che emerge dopo la ionizzazione 
dell’atomo neutro per effetto dell’impatto di un elettrone primario con 
energia ε , mentre iε  indica l’energia di ionizzazione. L’assenza di dati 
sperimentali riguardanti l’energia residua res iε ε ε= − , rappresentata dal 
secondo membro della (5-36), che viene suddivisa tra i due elettroni emessi 
dopo l’evento ionizzante, è colmata assumendo che tale energia venga 
ripartita in maniera casuale. In altre parole si introduce un nuovo numero 
casuale 4ξ  uniformemente distribuito tra 0  ed 1 tale che: 
( )4 ; 1res res4ε ξ ε ε ξ ε′ ′′= = −                                                             (5-37) 
 
5.6 Integrazione della traiettoria elettronica  
Ogni elettrone tra una collisione e la successiva segue una traiettoria 
deterministica caratterizzata da una precisa legge oraria per i vettori 
posizione ( )tr  e velocità ( )tv , la quale si ottiene risolvendo numericamente 
l’equazione del moto di un particella carica soggetta all’azione di un campo 
di forza; in questo caso, riferendoci ad un motore ad effetto Hall il campo di 
forza è costituito dalla forza elettromagnetica ( )e=− − ∧F E B v . Pertanto 
l’equazione della quantità di moto a cui è deve ubbidire l’elettrone ha la 
forma dell’equazione (3-20). Questa equazione differenziale vettoriale del 
secondo ordine è stata integrata numericamente, come abbiamo gia detto nel 
Capitolo 3, utilizzando il metodo di Runge-Kutta di ordine 4. Per 
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implementare tale metodo è necessario trasformare il sistema di equazioni 
differenziali ( ,ee m=−r f r  )r
;γ
, cioè  il sistema (3-21) nel  sistema del primo 
ordine: 
( )=y f y                                                                                           (5-38) 
facendo le seguenti assunzioni: 
1 2 3 4 5 6; ; ; ; ;y r y y x y r y y xϑ α β ϑ= = = = = = = = =                     (5-39) 
I termini yζ con 1, 2,..., 6ζ =  sono le componenti del vettore y . Per rendere 
più chiaro il procedimento che stiamo seguendo, riportiamo l’espressione del 
sistema (3-21) riscritto nella seguente forma: 
2
2
r
e
r
e
x r
e e
er r E
m
xBr e
r m r
e ex E r
m m
ϑ
ϑϑ
Bϑ
⎧ = −⎪⎪⎪ =− −⎨⎪⎪ =− +⎪⎩

 

                                                                 (5-40) 
 Sostituendo le (4-39) nel sistema (4-40) otteniamo: 
( )2
2
r
e
r
e
x r
e e
r
er Ex
m
Be
r m r
e eE r B
m m
α
β
γϑ
β
α γαββ
γ
β
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ −⎪ ⎪y = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎪− +⎪ ⎪⎩ ⎭
f y


 


                                     (5-41) 
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Pertanto il sistema (5-41) viene risolto con lo schema numerico di Runge-
Kutta scritto nella sua forma esplicita di ordine 4: 
( )
( )
1 1 2 3 4
1
2 1
3 2
4 1 3
2 2 ,
6
, ,
, ,
2 2
, ,
2 2
, ,
2
n n
n n
n n
n n
n n
t n
t
t tt
t tt
tt t
+
+
Δ 0= + + + +
=
Δ Δ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠
Δ Δ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎝ ⎠
Δ⎛ ⎞= + + Δ⎜ ⎟⎝ ⎠
y y k k k k
k f y
k f y k
k f y k
k f y k
≥
                                    (5-42) 
dove  è il passo di discretizzazione dell’intervallo tΔ I  d’integrazione 
0 , ft t⎡⎣ ⎤⎦ , cioè l’intervallo I  è stato suddiviso in sottointervalli [ ]1,n nt t +  di 
ampiezza tΔ . Il passo temporale  è stato scelto in modo da 
garantire la stabilità del metodo numerico e risultare inferiore al tempo 
medio di collisone elettrone-neutro, che dell’ordine di 
1210t −Δ ∼ s
[ ]710 s− .   
 
5.7 Descrizione del dominio di simulazione  
Il moto di un elettrone è calcolato nel dominio di simulazione dello spazio 
delle fasi, caratterizzato da due variabili spaziali: la coordinata assiale x , che 
si estende dalla sezione di uscita all’anodo e la coordinata radiale , che è 
compresa tra il raggio della parete interna  e quello della parete esterna , 
mentre la terza variabile è rappresentata dall’energia degli elettroni 
r
ir er
ε . A sua 
volta il dominio { }, ,x r ε  è stato suddiviso in celle { }, ,i j k   (dove 
, le lettere maiuscole indicano il numero di 
celle in cui è stato suddiviso ciascun asse del dominio di simulazione) di 
1,..., ; 1,..., ; 1,...,i I j J k= = = K
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ampiezza { }, ,x r εΔ Δ Δ , in modo tale che venga memorizzata il tempo di 
permanenza degli elettroni durante la loro propagazione attraverso le celle. I 
passi di discretizzazione degli intervalli spaziali x  ed  sono stati assunti 
pari a 
r
5 [ ]x r mmΔ =Δ = , mentre l’intervallo energetico è stato suddiviso in 
sottointervalli 1 [ ]eVεΔ = . 
 
 
Figura (5.4): Dominio di simulazione del metodo Monte Carlo per il calcolo della funzione 
di distribuzione degli elettroni. Il campo magnetico ha solo componente radiale uniforme 
lungo l’asse del canale di accelerazione del motore, il campo elettrico ha componete sia 
radiale che assiale, infine la densità dei neutri è stata assunta costante su tutto il dominio di 
simulazione. L’intervallo energetico non è stato rappresentato per motivi di chiarezza. 
 
5.8 Sezioni d'urto   
Le sezioni d’urto di ionizzazione iσ , di eccitazione excσ  e di 
diffusione elastica sσ  per l’atomo di Xenon (Xe)  sono state  calcolata 
ricorrendo ai dati presenti in letteratura [6, 12]. In particolare è stato usato un 
ix  xΔ  
rΔ  
jr  
rB  
rE  
xE
rE  
Campionamento della funzione   
di distribuzione 
Campionamento della funzione   
di distribuzione 
rB   
cosan t=  
Posizione dell’anodo 
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polinomio interpolante per poter valutare le sezioni d’urto: totσ , iσ , excσ  e 
sσ  nello spettro di energia fornito dai dati sperimentali, in modo da 
determinare le probabilità degli eventi collisionale e stabilire, attraverso un 
numero casuale, quale evento si verifica (a tal proposito si veda l’equazione 
(5-13)). A seguire riportiamo l’espressione della sezione d’urto totale in 
funzione dell’energia ε  espressa in eV ottenuta utilizzando un polinomio 
interpolante [6]: 
 
[ ] 11 2• 0.1592 ,     1.699 10toteV mε σ − ⎡ ⎤≤ = ⋅ ⎣ ⎦  
[ ] 9 2
1
2
1
2
2
•   2.8 ,        10 (0.07588072747894
0.34475940259139
0.58473840309059  -  
0.42726069455393  
0.11430271021684) 
toteV
m
σ ε
ε ε
ε
ε
−≤ = ⋅ ⋅ −ε
− ⋅ ⋅ +
+ ⋅
− ⋅ +
⎡ ⎤+ ⎣ ⎦
 
[ ]
[ ]
-9 2
1
2
1
2
2
19 2
•   24.7 ,      10 ( 0 : 00199145459640  
 0.02974653588357
0.16550787909579  
0.4017131006894  
0.31727871240879) 
•   50 ,         10 ( 0.00217736834537
0
tot
tot
eV
m
eV
ε σ
ε ε
ε
ε
ε σ −
ε
ε ε
≤ = ⋅ − ⋅ +
+ ⋅ ⋅
− ⋅ +
+ ⋅ −
⎡ ⎤− ⎣ ⎦
−
≤ = ⋅ − ⋅ ⋅
+
+
1
2
2
.04302155076778
0.28567311384223   
0.65180228051047) m
ε
ε
⋅ −
− ⋅
⎡ ⎤+ ⎣ ⎦
+
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[ ]
[ ]
115 2
1
2
2
16 2
•   500 ,      10 ( 0.00002249610521
0.00109930275788
  0.02071463195923
 0.22876772390428)  
•  > 500 ,      6.4 10  
tot
tot
eV
m
eV m
ε σ
ε
ε
ε σ
−
−
≤ = ⋅ −
+ ⋅ −
− ⋅
⎡ ⎤+ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⋅ ⎣ ⎦
ε ε⋅ ⋅ +
+     
 
Nella Figura (5.5) vengo riportati gli andamenti delle sezioni d’urto 
utilizzate nella simulazione. 
 
 
Figura (5.5): Andamento delle sezioni d’urto elettrone-neutro in funzione dell’energia 
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5.9 Determinazione della funzione di distribuzione  
La procedura seguita per calcolare la funzione di distribuzione f  degli 
elettroni segue lo schema concettuale del professore J. P. Boeuf [13]. Essa 
consiste nel dedurre f  nello spazio delle fasi ( ), ,r x ε  a partire dalla sua 
definizione. In base a tale definizione il numero di elettroni che si trovano 
nella cella 2 r r xπ εΔ Δ Δ  ad un dato istante di tempo t  centrata in ( ), ,r x ε  è 
dato da ( ), , 2f r x r r xε π Δ Δ Δε . Di conseguenza il primo passo da compiere 
per calcolare la funzione di distribuzione è stimare il campione di elettroni 
che si trovano nella cella all’istante t . A questo scopo sia ( )0, , ,p r x t tε −  la 
densità di probabilità per ogni elettrone, immesso nel propulsore all’istante 
, di trovarsi dopo un tempo  nell’intorno del punto 0t t ( ), ,r x ε . Il numero 
 di elettroni presenti nella cella considerata, rispetto al numero totale di 
elettroni immessi nel motore nell’intervallo di tempo 
dn
[ ]0 0 0,t t dt+  attraverso 
l’area S della sezione d’uscita del propulsore è: 
( )0 0 0, , , 2edn Sdt p r x t t r r xϕ ε π= − εΔ Δ Δ                                         (5-43) 
dove 0eϕ  è il flusso iniziale di elettroni immesso nel propulsore per unità di 
tempo e di area. Se 0eϕ  rimane costante nel tempo, allora la funzione di 
distribuzione stazionaria è la cumulativa del numero di elettroni primari 
iniettati attraverso la sezione di uscita all’istante , il quale varia tra 
e  , cioè: 
0t
0t =−∞ 0t = t
0 0( ) ( )0, , , , ,tef x r S p x r t t dtε ϕ ε−∞= ∫ −                                             (5-44) 
la quale risulta equivalente a 
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( ) ( )0 0, , , , ,ef r x S p r x dε ϕ ε∞= ∫ τ τ
)
                                                  (5-45) 
La (5-44) viene valutata attraverso il metodo Monte Carlo. Per utilizzare tale 
metodo è necessario esplicitare la densità probabilità , e a tale scopo si 
ricorre al numero 
p
( , , ,N r xδ ε τ  di elettroni presenti al tempoτ , nella cella 
2 r r xπ εΔ Δ Δ , rispetto agli N elettroni che entrano nel motore al tempo 0τ = . 
In questo modo p  è data da: 
( ) ( ), , , 2
Np x r
N r x
δε τ π ε= Δ Δ Δ                                                         (5-46) 
Sostituendo la (5-46) nella (5-45) si ottiene: 
( )
0
1, ,
2
f r x Nd
N r r x
ε δ τπ ε
∞Θ= Δ Δ Δ ∫                                              (5-47) 
Dove 0 [ ]e S nemro di particelle sϕΘ =  
L’integrale della (5-47) è equivalente alla somma dei tempi spesi da ogni 
elettrone nell’attraversare la cella considerata: 
( ) ( )( ) 1 3
1
1, , , , [ ]
2
M N
i
i
f r x t r x eV m
N r r x
ε επ ε
− −
=
Θ= ΔΔ Δ Δ ∑               (5-48) 
dove  è il tempo di permanenza nella cella relativo all’i-esimo elettrone e itΔ
( )M N  rappresenta il numero totale di elettroni o lanciati nel dominio di 
simulazione o generati per ionizzazione in funzione .   N
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5.10    Schema concettuale del metodo MC    
Ogni elettrone immesso o generato nel dominio di simulazione segue, 
come abbiamo specificato, una balistica indotta dal campo di forza 
elettromagnetico fino all’urto successivo. L’algoritmo MC, per simulare la 
dinamica dell’elettrone test tenendo conto anche dell’effetto perturbativo 
rappresentato dagli urti con i neutri e con le pareti del propulsore, è 
strutturato in modo tale da seguire la traiettoria dell’elettrone integrando 
l’equazione del moto step-by-step e controllando ad ogni passo di 
integrazione se il tempo di volo è pari al tempo di volo libero, freet τΔ = . 
Quando si verifica una collisione i vettori posizione e velocità dell’elettrone 
vengono aggiornati con i nuovi valori forniti definiti attraverso un processo 
di campionamento stocastico, questi valori diventano a loro volta le 
condizioni iniziali da cui proseguire l’integrazione fino alla nuova collisione. 
Il cammino dell’elettrone è seguito in un dominio di simulazione diviso in 
celle, in modo da registrare in ognuna il tempo di permanenza di ogni 
elettrone, cosi da poter campionare la funzione di distribuzione. L’algoritmo 
inoltre memorizza la posizione e la velocità degli elettroni secondari creati 
per ionizzazione, in modo che quando la traiettoria degli elettroni primari  ha 
raggiunto l’anodo, ha inizio la simulazione degli elettroni secondari. Quando 
l’ultimo elettrone (primario o secondario) ha raggiunto l’anodo la 
simulazione ha termine. 
Il diagramma di flusso che traduce nella sequenza di passi logici la 
descrizione dell’algoritmo fatta sopra è riportato nella Figura (5.6). 
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Capitolo 6 
Funzione di distribuzione dell’energia degli 
elettroni 
6.1 Introduzione  
Il risultato principale di questo capitolo è il calcolo della funzione di 
distribuzione degli elettroni (FDE) in un propulsore ad effetto Hall tenendo 
conto sia delle collisioni con gli atomi neutri che delle interazioni con le 
pareti del motore. I risultati derivano dall’applicazione del metodo Monte 
Carlo seguendo l’analisi teorica sviluppata nel Capitolo 5. 
 
6.2 Ipotesi e dati della simulazione  
La simulazione Monte Carlo della dinamica degli elettroni si basa su 
un modello non autoconsistente, cioè assumiamo che il campo elettrico non 
derivi dalla soluzione dell’equazione di Poisson, ma abbia componete assiale 
e radiale costanti, in particolare il valore della componente radiale si ottiene 
dalle considerazioni descritte nel Capitolo 3. Il campo magnetico è 
considerato puramente radiale con andamento proporzionale all’inverso del 
raggio, ossia 0 0rB B r r= . 
Ipotizziamo che la densità  dello xenon sia costante. In generale il 
profilo della densità dei neutri nel canale di accelerazione del propulsore 
parte da un valore alto nel punto di iniezione in corrispondenza dell’anodo 
per poi decrescere raggiungendo valori molto bassi in corrispondenza della 
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sezione di uscita a causa del processo di ionizzazione (cfr. figura (1.4)). 
Assumiamo, inoltre, che gli atomi neutri siano singolarmente ionizzati, come 
già riportato nella tabella (5.1) e nella figura (5.5) che mostrano 
rispettivamente i processi di collisione con le relative sezioni d’urto che 
abbiamo preso in esame  nel nostro modello. 
I valori delle dimensioni del canale di accelerazione, delle grandezze 
fisiche e dei parametri del plasma sono riportati nelle tabelle (6.2) e (6.3) 
 
 
 
Grandezze Geometriche                                                                      Valori 
Raggio parete interna  ir  
Raggio parete esterna  er  
Raggio medio  mr  
Larghezza della canale di 
accelerazione L  
 
 
 Tabella (6.1): Valori delle grandezze geometriche 
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Grandezze Fisiche                                                                              Valori 
0B  10 mT  
rE  155.29 V m  
xE  410 V m  
nn  19 34 10 m−×  
en                     17 32 10 m−×
Frequenza media di collisione 
elettrone-neutro eaν                     
6 12 10 s−×
Energia di eccitazione exε  9.2 eV  
Energia di ionizzazione iε  12.1 eV  
0eTκ  5 eV  
Massa dell’elettrone  em 319.109 10 kg−×  
Carica elettrica  e 191.602 10 C−×  
 
Tabella (6.2): Valori delle grandezze fisiche 
 
6.3 Traiettoria collisionale 
Abbiamo simulato la traiettoria di un elettrone test iniettato in 
corrispondenza del raggio medio della sezione di uscita del motore per 
mettere in evidenza le cause che perturbano il suo moto. È possibile notare, 
osservando le figure riportate qui di seguito, come le collisioni dell’elettrone 
con i neutri e con le pareti causano una deriva verso l’anodo. Il  gradiente 
radiale del campo magnetico è responsabile dell’intrappolamento  assiale 
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della particella, in particolare la resistenza incontrata dall’elettrone  
all’avanzamento assiale risulta più intensa in prossimità della parete interna 
rispetto a quella incontrata vicino alla parete esterna, di contro la presenza 
della componete radiale del campo elettrico riduce l’effetto diffusivo assiale 
nelle vicinanze delle pareti. Il campo elettrico assiale combinato con il 
trasporto di tipo classico (collisioni con i neutri) e con quello di parete 
trasporta l’elettrone verso l’anodo.  
Per mettere in evidenza come questi meccanismi condizionano il 
comportamento della funzione di distribuzione degli elettroni è necessario 
tracciare un numero elevato di traiettorie in modo da garantire la 
convergenza del metodo Monte Carlo. Prove numeriche hanno mostrato che 
circa 3000 elettroni devono essere seguiti nel loro moto attraverso il canale 
di accelerazione per  ottenere una buona convergenza dei risultati. 
 
 
(a) 
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(b) 
 
 
 
Collisione 
(c) 
 
Figura (6.1): Traiettoria collisionale di un elettrone test rispettivamente proiettata nei piani: 
(a) piano frontale ( ,r )ϑ , (b) ( ),x r , (c) ( ),x y  con y rϑ=  ascissa curvilinea. 
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Asse del motore 
Elettrone
Figura (6.2): Traiettoria 3D di un elettrone test nel canale di accelerazione di un HET. Dalla 
figura si può osservare come per effetto delle collisioni con i neutri e con le pareti si realizza 
una diffusione assiale della traiettoria verso l’anodo del propulsore 
 
 
6.4 Interpretazione dei risultati ottenuti sulla funzione di 
distribuzione 
In questo paragrafo discutiamo i risultati ottenuti sulla funzione di 
distribuzione nei seguenti casi: 
? In presenza della componete radile del campo elettrico rE  
? In presenza della sola componente assiale del campo elettrico 
xE  
 138 
Capitolo 6. Funzione di distribuzione dell’energia degli elettroni 
 
 
6.4.1 FDE in presenza di rE  
L’esistenza della componente radiale del campo elettrico gioca un 
ruolo importante sull’andamento della funzione di distribuzione ( ), ,f r x ε  
nella regione delle alte energie, infatti osservando l’andamento della FDE  
nella figura (6.4), calcolato in tre diversi punti del canale di accelerazione al 
variare dell’energia ε , si nota la presenza di due gruppi di elettroni: il primo 
molto più numeroso che popola la regione delle basse energie che nelle 
vicinanze della sezione di uscita (cfr. (6.4.a)), corrispondenti a valori di 
energia inferiore ai 20 , zona che tende progressivamente a svuotarsi 
man mano che si procede verso l’interno del canale di accelerazione; 
[ ]eV
 
 
2 
1 
(a) 
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(b) 
 
2 
2 
1 
1 
(c) 
 
Figura (6.3):  Andamento della FDE calcolato in tre diversi punti del canale di 
accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= . 
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Il secondo gruppo, invece, si distingue attraverso un lieve incremento, al di 
la dei 30 , della FDE nei pressi della sezione di uscita, eV 0.035x m=  
come si vede nella figura (6.2). Questo secondo gruppo si sposta 
progressivamente verso intervalli di energia più alta con una densità che 
tende a diminuire, infatti come si vede nella figura (6.3) il profilo della 
funzione f  presenta un picco, di intensità bassa nell’intorno di 160 . eV
Questo comportamento della funzione di distribuzione, caratterizzato 
da un andamento non uniforme al variare dell’energia e nella direzione 
dell’asse del canale, è legato a due cause: la prima è connessa con le 
collisioni degli elettroni con gli atomi neutri, in quanto questo tipo di evento 
contribuisce a generare elettroni più lenti a causa sia della perdita di energia 
che si verifica durante un processo di ionizzazione, che comporta 
un’emissione secondaria di elettroni a bassa energia, o di eccitazione degli 
atomi di xenon, sia perché questo meccanismo di trasporto è il solo 
responsabile della deriva assiale di quegli elettroni che non riescono a 
risalire il gradiente di potenziale generato dalla componente radile del campo    
elettrico, rimando di conseguenza intrappolati radialmente. Questa 
popolazione di elettroni costituisce il gruppo di elettro denominati lenti. La 
seconda causa, che si riferisce alla comparsa di un secondo picco nel profilo 
della funzione di distribuzione degli elettroni nell’intervallo delle alte 
energie, è dovuta alle collisioni elastiche degli elettroni con le pareti del 
propulsore, infatti gli elettroni che non sono bloccati radialmente dalla 
barriera di potenziale vengono diffusi elasticamente dalla parete ed accelerati 
dal campo elettrico assiale incrementando in questo modo la loro energia, in 
base all’effetto della conduttività di parete. Questa seconda popolazione di 
elettroni denominati veloci è molto ridotta rispetto agli elettroni più lenti, in 
quanto la FDE è caratterizzata da un massimo molto più alto nella regione 
delle basse energie rispetto all’incremento che subisce all’aumentare 
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dell’energia, come si può osservare nelle figure (6.4), nelle quali viene 
rappresentata la FDE valutata in corrispondenza del raggio medio al variare 
di x  ed ε .  
 
 
    
 
Figura (6.4): Andamento della FDE in funzione x  e dell’energia ε  valutata in 
corrispondenza della raggio medio .  mr
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Per chiarire meglio quali sono gli effetti del campo elettrico radile sulla 
funzione di distribuzione, rappresentiamo l’andamento della FDE in 
funzione del raggio  e dell’energia r ε . Come si può osservare dalle figure 
che seguono nelle pagine successive i profili della funzione di distribuzione 
nelle tre regioni: centrale, vicino alla parete interna e in prossimità della 
parete esterna, differiscono poco nella zona delle basse energie, mentre per 
valori  30 eVε >  la FDE valutata in prossimità della parete esterna risulta 
maggiore della FDE valutata rispettivamente nelle altre due regioni. 
 
 
 
 
− −1 3[ ]FDE eV m  
Figura (6.5): Andamento della FDE in funzione  e dell’energia r ε  valutata in 
corrispondenza di 0.035x m= .  
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− −1 3[ ]FDE eV m  
Figura (6.6): Andamento della FDE in funzione r  e dell’energia ε  valutata in 
corrispondenza di 0.028x m= . 
 
 
− −1 3[ ]FDE eV m  
Figura (6.6a): Andamento della FDE in funzione r  e dell’energia ε  valutata in 
corrispondenza di 0.019x m= . 
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(a) 
 
(b) 
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(c) 
 
Figura (6.7): Confronto tra gli andamenti radiali della FDE calcolati in tre diversi punti del 
canale di accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= . 
 
 
6.4.2 FDE in presenza solo di xE   
In questo secondo caso in cui si prende in considerazione solo la 
presenza della componente assiale del campo elettrico la caratteristica 
rilevante è la presenza di due popolazioni distinte di elettroni lungo il canale 
di accelerazione del motore. La rappresentazione dell’andamento della 
funzione di distribuzione ( ), ,f r x ε  al variare dell’energia ε  mostra che 
l’energia dove queste popolazioni risultano massime varia in relazione alla 
posizione assiale.  
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2 
1 
(c) 
 
Figura (6.8):  Andamento della FDE in presenza della sola componente assiale del campo 
elettrico calcolato in tre diversi punti del canale di accelerazione: (a) per 0.035x m=  (b) 
per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= . Si può notare in tutte e tre le figure la presenza di due 
picchi nel profilo della FDE. 
 
 
 
L’analisi di questi risultati mostra che gli elettroni che raggiungono le 
pareti subiscono un processo di diffusione elastica con un conseguente 
aumento di energia, infatti la FDE è caratterizzata da un massimo che nei 
pressi della sezione di uscita corrisponde ad un valore dell’energia pari a 
[ ]40 eV  e che tende a spostarsi lungo l’asse, come si vede nelle figure 
(6.12). Il picco di intensità maggiore della FDE, che si riferisce a valori di 
energia minori di , [ ]20 eV  caratterizza la popolazione di elettroni secondari 
che deriva dal processo di ionizzazione degli atomi neutri. 
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6.5 Confronto tra i risultati 
Il confronto tra il calcolo della FDE nel caso in cui è presente la 
componente radiale del campo elettrico e quello eseguito in presenza della 
sola componente assiale del campo  mostra un diverso popolamento 
elettronico sia nell’intervallo delle basse energie che in quello delle alte 
energie. La causa che condiziona il comportamento della funzione di 
distribuzione nei due casi è legato, come abbiamo cercato di evidenziare nel 
Paragrafo 6.4.1, all’azione frenante della forza elettrostatica radiale che 
ostacola il moto di fuga degli elettroni verso la parete intrappolandoli 
radialmente. Di conseguenza la popolazione di elettroni lenti, alimentata 
anche dagli elettroni secondari, è più numerosa nel primo caso, relativo alla 
presenza di 
E
rE , rispetto al secondo caso, in cui questa componente 
elettrostatica è assente. Viceversa il gruppo di elettroni veloci, cioè quelli 
relativi al picco della FDE più piccolo risultano maggiori nel secondo caso. 
Questo è chiaramente una conseguenza del fenomeno della conduzione di 
parete che risulta invece limitato quando è presente una barriera radiale di 
potenziale.  
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(a) 
 
 
(b) 
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(c) 
 
Figura (6.9): Confronto tra gli andamenti della FDE calcolata nei casi due casi: in presenza 
della componente radiale del campo elettrico (curva blu) ed in presenza della sola 
componente assiale (curva rossa) calcolati in tre diversi punti del canale di accelerazione: (a) 
per 0.035x m=  (b) per 0.028x m=  (c) per 0.019x m= . 
 
 
6.6 Confronto con i dati sperimentali 
Lo studio numerico che abbiamo condotto sulla funzione di 
distribuzione degli elettroni in un motore ad effetto Hall, che si basa sul 
metodo Monte Carlo viene confrontato con il lavoro sperimentale realizzato 
dalla scienziata russa A. I. Bugrova [1, 2]. I risultati che ha ottenuto, visibili 
nelle figure (6.10) e (6.11) mostrano sistematicamente la presenza di due 
picchi distinti della funzione di distribuzione che si riferiscono a due gruppi 
di elettroni: il primo popola la zona delle basse energie (elettroni lenti o 
bloccati o intrappolati), mentre il secondo gruppo popola gli intervalli a più 
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alta energia. Queste due popolazioni di elettroni sono identificate nella figura 
(6.) rispettivamente dai numeri I e III.  
 
Figura (6.10): Andamento della FDE in un HET 
 
 
 
Figura (6.11): FDE ottenuta sperimentalmente mediane un sonda in un SPT100 in vari 
punti del canale di accelerazione del propulsore ed in corrispondenza del raggio medio. 
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La presenza del secondo massimo di altezza più piccola rispetto al 
picco principale nell’andamento della FDE è associata all’effetto della 
conduttività di parete sulla dinamica degli elettroni. Questo massimo si 
sposta lungo il canale di accelerazione verso valori di energia più alti, ma 
diventando sempre più piccolo come si può osservare nella figura (6.). Il 
confronto tra i dati sperimentali ottenuti dalla scienziata russa e i risulta che 
emergono dalla nostra simulazione mostra una somiglianza per quanto 
riguarda l’andamento della funzione di distribuzione in presenza della 
componete radiale del campo elettrico, in quanto la FDE valutata in questo 
caso evidenzia in maniera non marcatamente distinta i due picchi come sono 
invece evidenti nei grafici (6.8), il motivo di tutto questo a nostro avviso è 
legato alla diminuzione dell’effetto dovuto al processo di diffusione elastica 
dalle pareti a causa della presenza della rE . 
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Conclusioni e sviluppi possibili 
7.1 Conclusioni 
L’analisi svolta in questo lavoro di tesi ci permette di effettuare le 
seguenti considerazioni riguardanti la dinamica degli elettroni in un 
propulsore ad effetto Hall:  
1. Il confinamento degli elettroni secondo una deriva azimutale 
media chiusa (deriva di Hall) è la conseguenza dell’esistenza 
del campo elettrico radiale, che ostacola le azioni perturbative 
di natura centrifuga. 
2. Le pareti di un HET condizionano in un modo anomalo il moto 
degli elettroni, in quanto sono responsabili della distruzione 
della deriva di Hall e dell’insorgere del fenomeno della 
conduttività di parete. A sua volta la conduzione di parete, 
come è emerso dalla studio effettuato mediante un approccio di 
tipo statistico, è causata dal fatto che il canale di accelerazione 
è anulare, che comporta innanzitutto la presenza di azioni che 
dipendono dalla curvatura della geometria ed in secondo luogo 
una non omogeneità del campo magnetico, responsabile 
quest’ultima del confinamento asimmetrico degli elettroni in 
prossimità delle pareti. La presenza del campo elettrico radiale, 
come abbiamo mostrato nel Capitolo 4 mediante il metodo 
Monte Carlo, ha un ruolo fondamentale nel ridurre la mobilità 
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assiale in corrispondenza delle pareti, poiché frena la fuga 
radiale degli elettroni in direzione della parete. 
3. Il calcolo di un numero enorme di traiettorie elettroniche 
perturbate sia dalle collisioni con gli atomi neutri che con le 
pareti ci ha consentito attraverso il metodo Monte Carlo di 
determinare il profilo della funzione di distribuzione 
dell’energia degli elettroni FDEE. Da questa analisi è scaturito 
che la FDEE ha un andamento che non manifesta in maniera 
distinta la presenza di due massimi se le traiettorie degli 
elettroni vengono influenzate dal campo elettrico radiale, a 
testimonianza del fatto che si ha in queste condizioni una 
riduzione del fenomeno della conduzione di parete. In 
letteratura l’esistenza di una seconda popolazione di elettroni, 
caratterizzate dal massimo più piccolo nel profilo della 
funzione di distribuzione è legata alla conduzione di parete che 
produce elettroni con maggiore energia, ma questa popolazione 
di elettroni nella nostra simulazione appare solo nella 
circostanza in cui è assente il campo elettrico radiale. 
Circostanza che favorisce una maggiore tendenza degli 
elettroni a spostarsi verso le pareti, in quanto le azioni radiali 
non sono bilanciate da nessuna forza. 
7.2 Sviluppi 
Le simulazioni che abbiamo condotto sia nell’ambito dello studio del 
fenomeno della conduttività di parete, sia in quello della determinazione del 
profilo della FDEE si basano su un modello che non contempla l’esistenza 
delle guaine in prossimità della parete e l’emissione secondaria di elettroni 
dalle pareti stesse. In generale, l’esistenza delle guaine accelera l’elettrone 
diffuso dalla parete, come abbiamo mostrato nell’Appendice A, 
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determinando una maggiore penetrazione radiale della conduzione di parete 
verso il centro del canale. Il metodo Monte Carlo a sua volta si basa sul 
campionamento medio del moto casuale degli elettroni in campi elettrici e 
magnetici dati, pertanto non tiene conto del fatto che il moto degli elettroni 
passa perturbare il campo elettrico. Quindi una possibile correzione al nostro 
modello riguarderebbe lo sviluppo di un metodo Monte Carlo 
autoconsistente che tenga conto anche degli effetti delle guaine e 
dell’emissione secondaria di parete sul moto degli elettroni in un propulsore 
ad effetto Hall. 
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Teoria della conduzione di parete 
A.1 Introduzione 
I principi della cosiddetta conduzione di parete, nota nella letteratura 
anglosassone col nome di near-wall conductivity (NWC), furono delineati 
nel 1968 dal professor Morozov nel tentativo di trovare un meccanismo 
supplementare in grado di spiegare il forte incremento della corrente 
trasversale alle linee di forza del campo magnetico osservato nei propulsori 
ad effetto Hall, in quanto il meccanismo di trasporto classico non era 
sufficiente. 
La conduzione di parete può essere associata con ogni processo di 
interazione con la parete che annulla la quantità di moto media degli elettroni 
riemessi.  I principali processi di diffusione che si possono identificare sono: 
? riflessione quasispeculare degli elettroni da una guaina 
irregolare, cioè da una guaina che segue una superficie che 
presenta inomogeneità macroscopiche [2, 3, 4]. La struttura 
dell’erosione superficiale delle pareti ha effetti sulla 
conduzione di parete, in quanto il confine di guaina non 
essendo più perpendicolare alla direzione di immissione degli 
elettroni (nella guaina), causerà la distruzione della deriva di 
Hall degli elettroni a bassa energia dopo la riflessione dalla 
guaina  stessa. Pertanto durante il processo di ripristino della 
deriva di Hall l’elettrone si muove lungo l’asse guadagnando 
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energia per effetto del campo elettrico assiale. Perciò la densità 
di corrente assiale incrementa. 
? diffusione dell’elettrone per effetto dell’impatto diretto sulle 
pareti del motore. 
 
A.2     Fenomenologia della conduzione di parete 
La conduttività di parete è un fenomeno associato con la diffusione 
degli elettroni dalle pareti, cioè con l’emissione secondo una direzione 
casuale degli elettroni dopo il verificarsi dell’evento collisionale con le 
pareti. Se si verifica un processo di diffusione la velocità media degli 
elettroni emessi è statisticamente nulla nella direzione parallela alle parti 
stesse e gli elettroni si muovono preferenzialmente nella direzione opposta al 
campo elettrico assiale per effetto della forza elettrostatica, questo produce  
uno spostamento medio netto del centro guida. La traiettoria descritta da un 
elettrone che interagisce con le pareti in modo stocastico è schematizzata in 
nella figura (A-1), 
 
Figura (A-1): Traiettoria di un elettrone interagente con le pareti. 
dalla quale si evince l’esistenza di un moto di deriva nella direzione parallela 
alle pareti. 
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A.3 Formulazione matematica della NWC 
In questa appendice viene studiato il fenomeno della conduttività di 
parete che si verifica nei pressi di una singola parete, in altre parole si 
ipotizza che il plasma sia confinato in uno spazio seminfinito delimitato da 
una parete piana, in modo da trascurare gli effetti di curvatura. Assumiamo 
quindi che il campo elettrico  abbia solo componente assiale e che il 
campo magnetico  sia caratterizzato dalla sola componete radiale, cioè: 
E
B
;= =x yE BE e B e                                                                             (A-1) 
dove E  e B  sono dei valori costanti. Supponiamo inoltre che il plasma che 
riempie la regione 0  sia no collisionale.   ≤ ≤y h
 
 
Figura (A.2): Schema del fenomeno della diffusione dalla parete. 
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In base a queste ipotesi la dinamica elettronica è descritta 
dall’equazione cinetica non collisionale di Boltzmann, cioè dall’equazione di 
Vlasov per la funzione di distribuzione degli elettroni ( ), ,f tr v : 
0f f f
t m
∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂
Fv
r v
                                                                     (A-2) 
dove  
( ) ( )z x x ze e E v B⎡=− + ∧ =− − +⎣F E v B e ev B ⎤⎦
r
                               (A-3) 
L’equivalenza tra l’equazione di Vlasov e l’equazione che descrive le orbite 
individuali degli elettroni: 
m=F                                                                                               (A-4) 
ci consente di poter affermare in base al teorema di Jeans che la soluzione 
generale dell’equazione (A-2) è una funzione arbitraria degli integrali della 
(A-3), in altre parole le curve caratteristiche dell’equazione alle derivate 
parziali (A-2) soddisfano l’equazione del moto (A-4), che scomposta lungo 
gli assi del sistema di riferimento assume la seguente forma scalare: 
0
x
y
z
x c z
e
y
z c x
y v
z v
ev E
m
v
v v
x v
vω
ω
⎧⎪ =⎪⎪ =⎪⎨ = − +⎪⎪ =⎪⎪ = −⎩





=
                                                                         (A-5) 
dove c eeB mω =  è la pulsazione di ciclotrone degli elettroni. Sotto queste 
condizioni le caratteristiche della funzione f  si possono facilmente ottenere 
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integrando il sistema di equazioni differenziali (A-5). L’integrazione del 
sistema (A-5) determina le seguenti relazioni che descrivono la traiettoria 
degli elettroni: 
( ) ( )
( )
( )
( )
00
0
0 0
0 0
0
0 0
0
0 0
sin 1 cos
sin 1 cos sin
cos sin
cos sin 1 cos
z Ex
ce ce
ce ce
x
z x E
ce ce E ce
ce ce ce
x x ce z E ce
y y
z z ce x ce E ce
v vvx x t t
y y v t
v v vz z t t v t t
v v t v v t
v v
v v t v t v t
ω ωω ω
ω ωω ω ω
ω ω
ω ω ω
⎧ −= + + −⎪⎪⎪ = +⎪⎪ = + − − + −⎨⎪⎪ = + −⎪ =⎪⎪ = − + −⎩
ω               (A-6) 
dove Ev E B=  è la velocità di deriva in campi elettrico e magnetico 
incrociati, mentre ( )0 0 0 0, ,x y zv v v=v  rappresenta la condizione di velocità al 
confine della guaina. Questa condizione verrà chiarita fra breve. 
Per determinare la funzione di distribuzione f  in tutto lo spazio 
occupato dal plasma bisogna, prima di tutto, specificare il suo valore al 
bordo per le particelle che abbandonano la parete, cioè definire la funzione 
di distribuzione nel seguente modo: 
( , 0, , , 0, )x y zf f x y z v v v∗ + ∗ ∗ ∗= = >                                                     (A-7) 
Considerando che il raggio di ciclotrone è molto più grande dello 
spessore della guaina, la fase di ciclotrone all’interno della guaina è 
trascurabile. Assumiamo inoltre che gli elettroni siano accelerati all’interno 
della guaina attraverso un salto di potenziale sΦ  e che l’accelerazione 
all’interno della preguaina sia trascurabile. Quindi è possibile dedurre una 
relazione che lega il vettore velocità  al confine della guaina (identificato v
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dal pedice 0)  con il vettore velocità iniziale ( ), ,x y zv v v∗ ∗ ∗ ∗=v  in 
corrispondenza della parete:  
0
2
0
0
2
x x x
s
y y y
e
z z z
v v v
ev v v
m
v v v
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
⎧ → =⎪ Φ⎪ → = +⎨⎪⎪ → =⎩
                                                              (A-8) 
Tenendo presente la condizione di conservazione della corrente lungo 
l’asse , è possibile definire la funzione di distribuzione in corrispondenza 
del confine di guaina attraverso la seguente relazione: 
y
( ) ( )0 0 0y yf v d f v d+ ∗ + ∗=v v v ∗ ∗v                                                          (A-9) 
Considerando la trasformazione di variabili (A-7), possiamo scrivere la 
seguente equazione che lega i due elementi di volume  e  definiti 
nello spazio delle velocità: 
0dv d
∗v
0d J d
∗=v v                                                                                    (A-10) 
dove 0y yJ v v
∗=  rappresenta lo jacobiano della trasformazione. Pertanto 
sostituendo la (A-10) nella (A-9) si giunge alla seguente conclusione: 
( ) ( )0 0f f+ ∗ +=v ∗v                                                                          (A-11) 
A sua volta avendo assunto di trascurare l’accelerazione degli elettroni 
nella preguaina, la componete di velocità  rimane costante al di là della 
guaina dove è possibile esprimere il legame tra la posizione ed il tempo 
semplicemente nel seguente modo: 
yv
yy v t= . Quindi il sistema (A-6) relativo 
alle componenti dei velocità assume la seguente espressione: 
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( )0 0
0
0 0
cos sin
cos sin 1 cos
ce ce
x x z E
y y
y y
ce ce ce
z z x E
y y
y yv v v v
v v
v v
y yv v v v
v v
ω ω
ω ω ω
⎧⎪ = + −⎪⎪ =⎨⎪ ⎛ ⎞⎪ = − + −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ y
y
v
                       (A-12) 
 
Esplicitando le componenti di velocità del vettore  in funzione delle 
componenti del vettore , cioè 
0v
v ( )0 0 , ,x y zv v v=v v , si ottiene: 
( )
( )
0
0
0
cos sin
sin cos
ce ce
x x z E
y y
y y
ce ce
z E x z E
y y
y yv v v v
v v
v v
y yv v v v v
v v
ω ω
ω ω
⎧ = − −⎪⎪⎪ =⎨⎪⎪ = + + −⎪⎩
                                     (A-13) 
A questo punto, sfruttando il teorema di Jeans che ci consente di definire 
, possiamo scrivere la densità di corrente elettronica 
lungo la direzione
( ) (0 0,f y f+ +=v v )
x : 
( ) ( ),ex xj y e f y v d+= ∫ v v                                                              (A-14) 
Per calcolare l’integrale nella (A-14) è conveniente  utilizzare il 
cambiamento di variabili , tenendo presente che lo jacobiano della 
trasformazione è uguale ad uno. Pertanto si ha: 
0→v v
( ) ( )
( )
0 0 0 0 0
0 0cos sin
D
ex x y zv
ce ce
x z E
y y
j y e dv dv dv f
yv v v
v v
ω
+∞ +∞ +∞+ +
−∞ −∞=−
⎡ ⎤× + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ v
yω                             (A-15) 
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dove 2D s ev e= Φ m . 
 
A.4 Soluzione analitica 
Assumiamo che la funzione di distribuzione degli elettroni che 
lasciano la parete sia maxwelliana e caratterizzata da una temperatura , 
ossia: 
weT
( ) 3 2 2 2 23 2 exp2 2x y ze e ewe we
v v vn mf m
T Tπ κ κ
∗ ∗ ∗+
∗ + ∗ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞= −⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
v ⎟⎟                      (A-16) 
Dove  è la densità degli elettroni emessi dalla parete. Dopo avere 
utilizzato la trasformazione di variabili (A-8), possiamo ricavare attraverso la 
(A-11) la 
en
+
( )0 0f + v : 
( )
3 2 2 2 2 2
0 0 0
0 0 3 2 exp2 2
x y z De e
e
we we
v v v vn mf m
T Tπ κ κ
+
+ ⎛ ⎞+ + −⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
v                (A-15) 
La conoscenza della funzione di distribuzione ( )0 0f + v  ci permette pertanto 
di calcolare la densità di corrente attraverso la (A-14). Poiché la ( )0 0f + v  è 
una funzione pari, mentre 0xv  e  sono funzioni dispari, la (A-14) si 
semplifica nel seguente modo: 
0zv
( ) (exp ,sex s
we
ej y C G y
Tκ
⎛ ⎞Φ= ⎜ ⎟⎝ ⎠ )Φ                                                    (A-16) 
Il fattore C  al secondo membro della (A-16) è una costante definita nel 
seguente modo:  
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e
E
enC π
+
= v
)
                                                                                    (A-17) 
mentre funzione ( , sG y Φ  corrisponde al seguente integrale indefinito: 
( ) 2, exp sin
2 D
e ye ce
s yv
we we y
m vm yG y dv
T T v
ω
κ κ
+∞ ⎛ ⎞Φ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫                        (A-18) 
 
A.5 Studio teorico della finzione ( ), sG y Φ  
A.5.1 Note introduttive 
In questo parafo la discussione riguarderà il comportamento asintotico 
della conduzione di parete per  e  attraverso lo studio della 
funzione 
0y → y → +∞
( ), sG y Φ , la quale è proporzionale la densità di corrente. 
A questo scopo introduciamo le seguenti variabili adimensionali: 
2
2
e
ce
we
s
we
e
y
we
my y
T
e
T
mu v
T
ω κ
β κ
κ
⎧ =⎪⎪⎪ Φ⎪ =⎨⎪⎪⎪ =⎪⎩

                                                                        (A-19) 
Pertanto la (A-18) assume la seguente forma adimensionale: 
( ) ( )2, exp sin yG y u duuββ +∞= −∫                                                    (A-20) 
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Il caso 0β =  è stato esaminato nel riferimento ed il comportamento 
asintotico della G  è stato ottenuto attraverso lo studio della seguente 
equazione differenziale: 

2
2 2
d dGy G
dy dy
⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎝ ⎠
   G
                                                                     (A-21) 
la quale è deducibile dalla definizione della . G
Questa metodo presenta notevoli inconvenienti, vale a dire: 
? Le soluzione della (A-21) a meno della costante di integrazione  
? La derivazione rigorosa della soluzione per non è 
ovvia 
y → +∞
? La derivazione delle dei tre integrali dell’equazione 
differenziale del terzo ordine (A-21) richiede giustificazioni 
aggiuntive. 
Per queste ragioni è stato preferito un metodo di integrazione per derivare i 
risultati sul comportamento asintotico della densità di corrente assiale 
( )exj y . 
 
A.5.2  Comportamento asintotico per  0y →
Caso  0sΦ =
In questo caso è conveniente l’intervallo di integrazione in due sotto 
intervalli  in modo che per il limite di  la 
funzione G  può essere approssimata nel seguente modo: 
[ ) [ )0, ln ln ,y y y y− − +   ∪ ∞ 0y→

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( ) ( )0 ln 2
0 ln
, 0 sin exp
y y y
y y
yG y du u du
u u
→ − +∞
−+ −∫ ∫
  
 
  ∼ y                          (A-22) 
Valutando ciascun integrale nella (A-22) si arriva alla seguente espressione: 
( ) (0 2 21 1,0 ln sin lnln ln 2
y yG y y y Ci Ei y y
y y
→ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
     ∼   )    (A-23) 
dove  e  sono rispettivamente le funzioni integrali del coseno e del 
esponenziale
Ci Ei
1.  
Ricordando che ( ) ( )0 0 lna aEi a Ci a a→ →∼ ∼  e considerando nella (A-23) 
soltanto i termini dominanti, il comportamento asintotico di G  risulta: 
( ) 0,0 lnyG y y y→ −  ∼                                                                        (A-24) 
Caso  0sΦ >
La funzione G  può essere approssimata per  semplicemente da:  0y→
( ) ( )0 2, expys yG y u duuβ
→ +∞Φ −∫   ∼                                                   (A-25) 
o alternativamente da 
                                                 
1 ( )
0
cos 1 cos( ) ln
x
x
t tCi x dt x dt
t t
γ∞ −=− = + −∫ ∫   
con  costante di Eulero. ( )
0
exp ln 0.577215665...t tdtγ ∞= − =∫
( ) 2exp ln
2 2! !
nx t x xEi dt x x
t n
γ−∞= = + + + + ⋅⋅⋅+ n⋅ ⋅∫  
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( ) (0, 2
y )s syG y Ei→Φ − −Φ   ∼                                                             (A-26) 
A.5.3  Comportamento asintotico per  y → +∞
Per analizzare il comportamento della funzione lontano dalla parete 
partiamo dalla (A-20) ed eseguiamo il seguente cambiamento di variabili: 
2 3 1 3;y uyλ α −≡ ≡                                                                        (A-27) 
In questo modo possiamo ricondurci a studiare la seguente funzione: 
( ) ( )* 2
2
, exp sin
Im exp
s
s
sG d
i d
α
α
λλ α λ λα αα
λ λ α αα
+∞
+∞
= − =
⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫
∫

                             (A_28) 
dove 1 3s yα β −= . 
Il comportamento della funzione   nel limite di *G λ →+∞  può essere 
determinato attraverso il metodo del punto di sella. I punti di sella della 
funzione complessa ( ) 2 iS α λ α α
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠  sono: 
{3
2exp
6 3
0,1, 2
2k
i k
k
π π
α
⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦= }∈                            (A-29) 
L’origine dell’intervallo [ ),sα +∞  è un massimo locale per 
( )Re S α⎡⎣ ⎤⎦  e perciò partecipa sempre al comportamento della ( )* , sG λ α  per 
λ →+∞ . 
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I punti di sella 1α  e 2α  non contribuiscono al comportamento asintotico di 
 così come *G 0α  fin tanto che è verificata la condizione  
, cioè finché ( ) ( )0Re ResS Sα⎡ ⎤ ⎡<⎣ ⎦ ⎣ α ⎤⎦ 5 63 2sα < . Di conseguenza il 
comportamento asintotico  in questo caso è dato da: *G
( ) ( )2* 2
2
4
5 3 5 3
exp 1, 2 sin
14
3 3 3exp sin
3 2 2
s
s s cos
s s s
s
s
G
λ λα λ λλ α α α α αλ α α
π λ
→∞ − ⎛ ⎞− × +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠+⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ∼
      (A-30) 
Ritornando alle variabili originarie si ha. 
( ) ( ) 2
1 3
2
2 3 2 3
5 3 5 3
exp
,
4
2 sin cos
3 3 3exp sin
3 2 2
y s
s
s
s
s
ss s
G y
yy
y y y
y y
λ
π
→∞ −ΦΦ − ⎛ ⎞Φ +⎜ ⎟Φ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎜ ⎟× Φ +⎜ ⎟ΦΦ Φ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   ∼   
    
 
                          (A-31) 
La (A-31) può essere semplificata come segue: 
Caso  0sΦ =
( ) 2 3 2 35 3 5 33 3 3,0 exp sin3 2 2
y
G y y yπ→∞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  ∼ ⎟⎟                           (A-32) 
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Caso  0sΦ >
( ) ( )exp, y s ss cos
s
yG y
y
→∞ Φ −ΦΦ − Φ
     ∼                                          (A-33) 
A.6 Influenza della guaina sulla conduttività di parte 
I risultati dell’andamento della densità di corrente in prossimità della 
parte sono riportati in figura (A.3) per diversi valori del potenziale di guaina 
sΦ , considerando fissi gli altri parametri. 
 
(a) 
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(b) 
  
  
(c) 
Figura (A.2): Andamento della funzione  al variare del potenziale di guaina G sΦ  
 
Questi profili possono essere interpretati nel seguente modo: gli 
elettroni inizialmente tendono a muoversi in direzione opposta al campo 
elettrico per effetto della forza elettrostatica, ma allo stesso tempo essi 
sono coinvolti in moto di ciclotrone dovuto al campo magnetico, per questo 
E
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motivo la loro velocità radiale varia come ( )ce ysin y vω . A causa della 
radomicità della componete normale di velocità iniziale, gli elettroni che si 
allontanano dalla parete possono essere caratterizzati da un angolo di fase 
ce rr vψ ω= non correlato e conseguentemente il loro contributo alla 
componente media di velocità assiale si elide. Quando il potenziale di guaina 
è più grande della dispersione della velocità, la distribuzione delle velocità 
rimane confinata intorno al valore 2y sv e m= Φ e , che corrisponde ad una 
migliore correlazione dell’angolo di fase relativamente lontano dalla parete. 
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